LUCRAREA 1
ERORI DE CALCUL NUMERIC

1.1. Obiectivele lucrarii

in cadrul lucrdrii se va evidentia modul in care erorile numerice pot fi
caracterizate, motivele aparitiei acestora, precum si maniera in care acestea se propaga.
Se vor studia erorile inerente (care provin din simplificarea modelului fizic, pentru a
putea fi descris printr-un model matematic), erorile de rotunjire (datorate faptului ca in
calcule, numerele cu un numar infinit de zecimale se aproximeaza prin numere cu un
numar finit de zecimale) si erorile de trunchiere (datorate aproximarii finite a unor

procese teoretic infinite).

1.2. Aspecte teoretice

1.2.1. Moduri de exprimare a erorii

Prin valoare aproximativa se intelege aproximarea numericd a unei marimi
numerice reale. Fie A valoarea exacta a unei marimi numerice reale si a valoarea
aproximativa corespunzdtoare aceleiasi marimi, rezultata Tn urma unui calcul numeric
sau determinata pe cale experimentala.

Diferenta dintre valoarea exacta a unei marimi si valoarea aproximativa

corespunzatoare aceleiasi marimi se numeste eroare absoluta:
E, = valoarea exacta — valoarea aproximativa (2.2)

Daca E, > 0, se spune ca valoarea aproximativd va aproxima valoarea exactd prin
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lipsa, iar daca E, < 0, atunci se spune ca valoarea aproximativd va aproxima valoarea

exactd prin adaos.

Exemplu numeric

Daca se considera pentru E = 2,71828182845905 valoarea exacta, iar pentru
valoarea estimata e = 2,718, atunci eroarea absoluta este:

E,= E—e=2,71828182845905 - 2,718 = 2,818 x 10
Eroarea relativa este definita ca fiind modulul raportului dintre eroarea absoluta
si valoarea exacta a marimii considerate:

_ valoarea exacta —valoarea aproximativa
valoarea exacta

E

r

(1.2)

in general, se utilizeazd si exprimarea procentuald a erorii relative, definitd de

relatia:

valoarea exacta — valoarea aproximativa
valoarea exacta

E' =

r

100 [%] (1.3)

Exemplu numeric

Daca se considerda pentru E = 2,71828182845905 valoarea exacta, iar pentru

valoarea estimata e = 2,718, atunci eroarea relativa este:

r

E
E =—2=1,037x 10"
e

Pentru metodele numerice, valoarea exacta va fi cunoscuta in situatia in care se
lucreaza cu functii ce pot fi rezolvate pe cale analiticd. Un astfel de caz il reprezinta
analiza teoretica a starii in care se gaseste un sistem simplu. Dar, in aplicatiile practice
nu se cunoaste a priori solutia problemei. Tn aceste situatii, o alternativi este s& se
foloseascd cea mai bund estimare disponibild a valorii exacte. in cadrul metodelor
numerice, erorile de aproximare sunt determinate in absenta unor informatii privind

valorea exacta. De exemplu, anumite metode numerice folosesc un proces iterativ
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pentru a putea determina solutia problemei. Tn cadrul acestor metode o aproximatie
curenta este calculata pe baza unei aproximatii anterioare. Procesul este iterativ, astfel
incat in fiecare iteratie vor fi obtinute aproximatii ale caror valori sunt apropiate de
valoarea exacta. Eroarea va fi estimata pe baza diferentei dintre valoarea curenta si cea

anterioara a aproximatiei. Astfel, eroarea relativa procentuala va fi calculata cu relatia:

_ valoarea aproximativa curenta —valoarea aproximativa anterioara
valoarea aproximativa curenta

E

r

1100 [%](1.4)

Semnul valorilor corespunzatoare erorilor absoluta si relativa obtinute cu ajutorul
relatiilor (1.1) si (1.2) poate fi pozitiv sau negativ. Daca valoarea aproximativa este mai
mare decat valoarea exacta, sau valoarea aproximatiei anterioare este mai mare decéat
valoarea aproximatiei curente, eroarea este negativd. In caz contrar eroarea va avea
valoarea pozitiva. Totodata, in relatiile (1.2) — (1.4), numitorul poate avea o valoarea mai
micd decat zero, situatie Tn care eroarea va avea din nou semnul negativ. In cadrul
metodelor numerice ne intereseaza daca valoarea absoluta a erorii relative procentuale
este mai mica decat o valoare prestabilita, e,. Astfel, calculul va fi repetat pana in

momentul n care este satisfacuta conditia:

|E,|<es (1.5)

1.2.2. Tipuri de erori

Se pot evidentia urmatoarele tipuri de erori:

Erorile de metodd (trunchiere) sunt legate exclusiv de metodele numerice
utilizate pentru solutionarea modelului matematic. Acestea se datoreaza faptului ca
formulele si ecuatiile exacte se Tnlocuiesc cu formule si ecuatii aproximative, pentru a
permite calculul printr-un numar finit de operatii aritmetice. Astfel, eroarea de
trunchiere nu se poate calcula exact, dar poate fi estimata.

O categorie importanta de procese numerice infinite o reprezinta seriile Taylor.

Acestea, fiind serii de puteri, pot fi utilizate la evaluarea functiilor elementare (sinus,
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cosinus, exponentiald, logaritmica etc.) si a celor speciale (de exemplu Bessel) prin
reducerea la operatii aritmetice elementare de tipul adunarii si inmultirii.

De exemplu, dezvoltarile in serie Taylor pentru diverse functii sunt urmatoarele:

. 2 x} x4
e =1+ X+—+—+—
21 3 4l
. 2 x* X
S|n(X)— _§+E_7+“. (16)
2 4 6
COS(X)zl—X— x_x
21 41 o

In(x):(x—l)—(x_zl) +(X;!1) —(X:ul) o

Erorile de rotunjire se datoreaza faptului cd in calculele numerele cu un numar
infinit de zecimale se aproximeaza prin numere cu un numar finit de zecimale. Pe de alta
parte, orice calculator opereaza doar cu un numar finit de numere reale (evident cu un
numar finit de zecimale), in timp ce multimea numerelor reale este infinita. Apare astfel
0 aproximare inevitabild a numerelor reale care intervin in calcule cu numerele
reprezentate in calculator.

Modul uzual de reprezentare a unui numar real intr-un sistem de calcul este de

forma:
A=m-10° (1.7)

unde: m se numeste mantisd, iar e exponent.
Cu exceptia numarului nul, la care m = 0, in rest mantisa satisface relatia:

01<|m|<1 (1.8)

Daca presupunem ca numarul exact este reprezentat conform relatiei (1.7)

unde j si i sunt cifre (1, ...9), iar modul uzual de reprezentare intr-un sistem de calcul

este de forma:
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se poate spune ca cifrele i sunt pierdute prin rotunjire.
Astfel, eroarea relativa de rotunjire depinde de numarul de cifre semnificative

folosite n reprezentarea numarului real si nu de valoarea numarului.

Erorile inerente sunt cele care provin din simplificarea modelului fizic, pentru a
putea fi descris printr-un model matematic. Aceste erori sunt legate de cunoasterea
aproximativa a unor valori provenite din masuratori (aparatele de masura lucreaza
inevitabil cu anumite abateri, citirea gresitd a valorilor de pe scala aparatului de
inregistrare, necunoasterea scalei aparatului de masura, transmiterea eronata a datelor,

inregistrarea gresita a datelor in tabelul de masuratori etc.) sau din faptul cd avem de-a

face cu numere irationale (algebrice sau transcendente: numerele n, e, V2 etc.). Astfel,
numarul T poate fi inregistrat ca data initiald cu valorile: 3,14; 3,141592; 3,1415926535,
ceea ce inseamna ca din start se porneste cu o eroare inerenta.

Evident, rezultatul oricaror calcule depinde si de precizia datelor introduse initial.
Deoarece in sistemele numerice de calcul cele mai complicate proceduri se reduc in final
la operatii aritmetice, trebuie analizata propagarea erorilor in cazul celor patru operatii
aritmetice elementare. Ca erori inerente pot fi considerate si erorile de conversie facute

la trecerea in baza 2 a unor numere care se introduc in memoria calculatoarelor.

1.2.3. Propagarea erorilor

Propagarea erorilor reprezinta un aspect deosebit de important pentru calculul
numeric. O eroare care poate apdrea la efectuarea unei operatii aritmetice se propaga
spre urmatoarele operatii, intr-o masura mai mare sau mai micd, in functie de felul si
ordinea acestor operatii.

Fie douad valori numerice a si f, care aproximeaza marimile exacte A si F. Erorile

absolute si relative ale celor doua marimi numerice au expresiile:

E,=A-a, E.=F-—f (1.9)
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(1.10)

in cele ce urmeazd se va analiza propagarea erorilor pentru cele patru operatii

aritmetice de baza.

. Adunarea.

Erorile absoluta si relativa ale sumei sunt date de relatiile:

E.r =A+F-(a+f)=E,+E; (1.11)

Enr a E, f E: a a
e — + — + —=le +e 1.12
ME o la+f | |a+f a  a+f f Patf T a+f (112)

Eroarea relativa pentru adunare este o suma ponderata a erorilor introduse la
reprezentarea in calculator a cantitatii sumate. Tn acest caz se introduce o eroare

suplimentara e, la reprezentarea sumei a + f:

T a
€ar =|€A - TE

| 1.13
a+f = a+f (1.13)

+€

S

. Tnmultirea.

Erorile absoluta si relativa ale produsului sunt date de relatiile:
E.r=A-F-a-f=(@+E,)(f+E.)-a-f=a-E.+f-E, (1.14)

_|EAF|_|EA EF
A PO B PO

e |:|eA +eF| (1.15)
n relatia (1.14) s-a neglijat termenul E,-Er, deoarece are o valoare cu mult mai
mica Tn raport cu restul termenilor.
Se poate observa faptul ci erorile relative introduse initial se aduna. Tn afara de
aceste erori pot aparea insa noi erori, deoarece produsul A-F poate avea, la randul sau,

un numar de cifre semnificative mai mare decat cel admis, necesitand o noua rotunjire
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(simetricd). Notand cu e, aceast nou3 eroare, eroarea relativé totald e4 ¢ la iTnmultirea a

doua numere va fi:
ehr Tlen e e, (1.16)

. Tmpartirea.

Erorile absoluta si relativa ale catului sunt date de relatiile:

E, _A a_a+E, a_ f'EZA_a'EF ~ TEa _zaEF (1.17)
ATF f f+E. f 0 fP4fE f
EA
£ |Ea Ef
e, = F—|A— Fl=le, —e 1.18
27T Pl e (129
F

n cadrul relatiei (1.17) s-a considerat faptul c3 termenul f? are o valoare cu mult
mai mare decat f-E.

Din relatia (1.18) rezulta ca eroarea relativa la impartire, datorata erorilor de
reprezentare in calculatoare, este egala cu diferenta erorilor relative introduse initial in
valorile numaratorului si numitorului. La acestea se adauga eroarea de rotunjire
corespunzatoare reprezentarii raportului a / f, pe care o vom nota cu ey, astfel Tncat
eroarea relativa totala la impartirea a doua numere A si F este:

ey =len — er +e (1.19)
F

° Scaderea.

Erorile absoluta si relativa ale diferentei sunt date de relatiile:

E,.=A-F-(a-f)=E,-E, (1.20)
_|Bae| @ Ba F OB @ o f
eA’F_|a—f|_|a—f a a f f| |"a_f eFa—f| (21
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Concluziile referitoare la erorile absoluta si relativa sunt asemanatoare cu cele de

la adunare. Expresia erorii relative indica o alterare pronuntatad a preciziei in situatiile

cand cei doi operanzi au acelasi semn si sunt de valori apropiate.

1.3. Desfasurarea lucrarii

Se vor studia urmatoarele aspecte teoretice: determinarea erorii relative de
rotunjire a sistemului de calcul, propagarea erorilor inerente si analiza erorii de
trunchiere.

Sa se calculeze erorile absoluta, relativa si procentuala pentru aproximarea
numerelor 1t si e cu doua cifre semnificative exacte.

Fiea=4,31+1%, b =430+2% sic=3,2+ 1%. Sa se calculeze (a + b)-c si sa se
analizeze rezultatul obtinut.

Sa se studieze propagarea erorilor la adunarea si inmultirea a doua numere
oarecare a si b. Erorile absolute ale celor doua numere vor fi introduse de la
tastatura.

S& se evalueze valoarea functiilor sin(x), cos(x), In(x), €*, pentru care x este
introdus de la tastatura, folosind formulele dezvoltarii in serie Taylor prezentate in
Paragraful 1.2.2, in care se vor considera un numar variabil de termeni. Se vor

analiza rezultatele obtinute.



