LUCRAREA 10

REZOLVAREA NUMERICA A SISTEMELOR DE ECUATII NELINIARE
FOLOSIND METODE DE GRADIENT

10.1. Obiectivele lucrarii

in cadrul lucrarii, rezolvarea sistemelor de ecuatii neliniare se va face utilizind
metoda gradientului, metoda care face parte din categoria metodelor de descrestere.
Metodele de descrestere reprezinta cai indirecte de rezolvare a sistemelor de ecuatii
neliniare, care transforma sistemul initial de ecuatii neliniare intr-o problemad de
optimizare neliniara fara restrictii.

Cerintele lucrarii se refera la solutionarea numerica a unui sistem de ecuatii
neliniare utilizind metoda gradientului. Rezolvarea se va efectua prin calcul manual, iar
solutia va fi comparatd cu cea obtinuta prin utilizarea fisierului functie met_gradientului
dezvoltat in Matlab. Se va efectua o analiza a rezultatelor obtinute si a conditiilor in care

au rezultat.

10.2. Aspecte teoretice

10.2.1. Generalitati

Caracteristica principala a metodelor de descrestere constd 1n faptul ca

transforma sistemul de ecuatii neliniare de forma:
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f, (X, X5, .00 X,) =0 (10.1)
() =0
intr-o problema de optimizare neliniara fara restrictii, de forma:
min(F(X)" - F(X)) (10.2)

unde X =[X,...X, ]'si F=[F,...F,]".

Aceasta are solutia identica cu cea a sistemului neliniar initial, rezolvat cu
metodele specifice acestei clase de probleme de optimizare. Solutia sistemului initial de
ecuatii neliniare reprezintd punctul de minim global al functiei F(X). Una dintre cele mai
eficiente metode din cadrul acestei clase este metoda gradientului.

Metoda minimizeaza functia F(X) prin deplasarea de la o aproximatie la alta in
lungul unei directii care depinde de gradientul VF(X). O caracteristica a acestor metode

o reprezintd forma particulara a expresiei gradientului functiei F(X).
VE(X) = JY(X)-F(X) (10.3)

unde J(X) este matricea Jacobiana atasata sistemului (10.1).

10.2.2. Metoda gradientului

in principiu, Tn cadrul metodei se defineste o functie auxiliard W, asociatd
sistemului de ecuatii neliniare definit sub forma (10.1), in raport cu toate necunoscutele
problemei. Functia ¥ se construieste astfel incat solutia X*, corespunzatoare sistemului
initial de ecuatii, sa reprezinte un punct extrem al acestei functii. In acest fel problema
initiala se transforma intr-o problema care are ca scop determinarea punctului extrem al

functiei auxiliare W.
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in literatura de specialitate existd mai multe cdi de construire a functiei auxiliare
W care sa satisfaca conditia precizata. Cea mai simpla cale de construire a functiei ¥
constad Tn definirea ei ca produs scalar al functiei F(X) cu ea insasi:
1 ¢ 1 2
‘P(X)=§F(X) ~F(X):EZ(fi(X)) (10.4)

i=1

Din expresia (10.4) se constatd faptul ca functia ¥ este pozitiva, indiferent de
punctul X in care este calculata. Totodata, punctul in care se anuleaza toate functiile f; si
care reprezinta solutia sistemului de ecuatii corespunde si minimului global al functie
auxiliare Y. 1n continuare, se pune problema minimizérii functiei auxiliare Y.

in cadrul metodei de gradient, intr-o iteratie oarecare k+1, noua aproximatie se
determina in functie de aproximatia determinata in iteratia anterioara k, careia i se
aplica o corectie proportionala cu gradientul functiei care se minimizeaza. Deoarece
gradientul este orientat intotdeauna in sensul cresterii valorii functiei W(X), pentru

minimizarea acestei functii corectiile se vor aplica intotdeauna in sens opus gradientului:

XK= X R4 gk (10.5)
unde:

d* =—g* =-v¥(x*) (10.6)

iar A¥ reprezinta un factor de scara care modifica corectia.
Cele mai bune rezultate se obtin daca factorul de scara A¥ este recalculat de la o
iteratie la alta. Recalcularea factorului de scara in cursul unei iteratii se face prin

rezolvarea unei a doua probleme de minimizare:

not
P(x ) =w(x k- 2g*)= (1) (10.7)
Pentru functia @ se doreste determinarea valorii factorului de scara A pentru care
functia ¥ in noul punct X“** se apropie cat mai mult de 0. Problema de minimizare (10.7)
se rezolva folosind metoda anularii derivatelor functiei @ in raport cu factorul de scara

A¥, obtinandu-se in final:
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Tinand cont de relatia (10.8), relatia (10.5) devine:

n of.
fx X )20 . k
Xk+lzxk+§ I( )ax |X g

Zn:(@fll .gka
=\ ax "

in form3 restransa relatia (10.9) devine:

dk

: (9“)'-9"
Xkl=Xk+(dk)t.(\]k)t.Jk.dkdk

unde:

gk =(\]k)t'Fk

Exemplu numeric

(10.8)

(10.9)

(10.10)

(10.11)

Se considera un sistem format din doud ecuatii neliniare de forma (10.1). Se cere

determinarea solutiei acestui sistem folosind metoda gradientului.
2
{fl(xl,xz) =x>+xX,-3=0
2
f,(X,X,)=%XX,+X,—-2=0
Rezolvare
Se initializeaza aproximatia initiala a solutiei:

x; =15; x; =1

Se calculeaza matricea jacobiana,

a
lox, ox, || 2%+ X, X,
J(X,,%,) = o, o, —{ X x+2x,

a_xlax
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Iteratia 1. Se Tnlocuieste aproximatia initiala in sistem:

1

f,(x® x®)=225+15-3=0,75
f,(x,X,)=15+1-2=05

Se inlocuieste aproximatia initiala Tn matricea jacobiana:

2-15+1 15 }{4 1,5}

\](Xw),xw) — —
v 1 15+2-1| |1 35

Se calculeaza gradientul gm):

g9 =(JO) . FO = 4 1 . 0,75 _ 3.5
15 35| 05 2,875

Se calculeaza directia d@:
4@ =—g© = =35
-2,875

Se determin factorul de scara A©:

351 [ 35
20 _ 9”) -g® [2,875} {2,875}

_(d(O))t,(Jw))r.J(O),d«n: 35 T [4 151 [4 15 35
-2.875 1 35 1 35| |-2875

=0,0395

n continuare sunt determinate noile valori ale aproximatiilor:

X0 =X 42®.d@ ={1ﬂ+0,0395{ Jye }

~2875
x®] [13617
x® | | 0,8864

Iteratia 13

Se Tnlocuieste aproximatia din iteratia 12 in matricea jacobiana:
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2.13417 + 0.8944 1,3417 [35777 13417
0,8944 13417 +2-0,8944 | |0,8944 31305

@) @2y _
J (X, %, —{

Se calculeaza gradientul g“z):

g = (307 FM_PS??? 0,8944} [0,00001353}_{0,00002209}

1,3417 31305 | | —0,00002941| |-0,00007392
Se calculeaza directia d*?:
g g _| - 0,00002209
0,00007392

Se determin factorul de scara A"?):

A2 — (g(12))1 ! g(lZ) _
- (d (12))t -(J (12))t R LR -

0,00002209 |* [ 0,00002209
) [— 0,00007392} '{— 0,00007392}
[-0,00002209] [35777 134177 [35777 134177 [-0,00002209
{0,00007392} '{0,8944 3,1305} '[0,8944 3,1305H 0,00007392}
=041317

Determinarea noilor valori ale aproximatiilor se va face avand la baza formula

iterativa:

X 03 y @) 4 300 @) {1,3417}0, {— 0,00002209}

0,8944 0,00007392
x| 113416
X8 || 0,8944

10. 3. Desfasurarea lucrarii

1. Se studiaza textul lucrarii.

2. Se studiaza fisierul functie met_gradientului construit Tn limbajul Matlab,

prezentat in Anexa 2.
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3. Se testeaza fisierul functie met _gradientului folosind exemplul numeric prezentat
in paragraful 2.

4, Se solutioneaza urmatoarele aplicatii cu ajutorul metodei gradientului.

f(X,X,) =% +2x2-1=0
f,(X,X,)=3x —2x, =0

f(X,X,)=% +X5+2=0

f,(X,X,) =% —5x, =0

Rezolvarea se va face manual, iar rezultatele vor fi comparate cu cele obtinute
prin utilizarea functiei Matlab met_gradientului.
5. Pentru aplicatiile de la punctul 4 se vor compara si analiza rezultatele obtinute cu

metoda Newton-Raphson (Lucrarea 9) si conditiile in care au rezultat.
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