LUCRAREA 11

DERIVAREA NUMERICA

11.1. Obiectivele lucrarii

Derivarea numerica se foloseste in situatia in care nu se cunoaste expresia
analitica a functiei f(x) supusd acestei operatii. Astfel, punctul de plecare in cazul
derivarii numerice 1l constituie determinarea expresiei unei functii F(x) care sa
aproximeze cat mai bine functia f(x). Diferitele formule de derivare numerica a expresiei
functiei de aproximare F(X) se obtin prin diverse metode, cum ar fi: folosirea definitiei
derivatei intr-un punct, utilizarea dezvoltarii in serie Taylor sau folosirea polinoamelor
de aproximare. Cele mai frecvente aplicatii ale derivarii numerice se referd Ia
aproximarea expresiei functiei f(x) printr-un polinom avand un anumit grad, urmata de
calculul derivatelor acestui polinom.

n cadrul lucrérii se va prezenta modul de aproximare a derivatelor de ordinul 1 si
2 corespunzdtoare unei functii f(x), utilizdnd polinoame de interpolare Newton de
ordinul 1, cu diferente finite la dreapta. Rezolvarea se va efectua prin calcul manual si cu
functia Matlab deriv_pol _newton. Se va efectua o analiza a rezultatelor obtinute si a

conditiilor n care au rezultat.

11.2. Aspecte teoretice

11.2.1. Generalitati

Pornind de la relatia de definitie a derivatei unei functii f(x) (definita analitic sau

prin puncte) in punctul xo,
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F(xo +1)—f (%)

/(%) = lim (11.1)

si renuntand la limita, Tn conditiile in care distanta dintre doua noduri de interpolare, h,

este suficient de mica, se obtine expresia aproximarii derivatei:

f(xg +h) - f(xp)
h

f'(xy) = pentru h >0 (11.2)

F(xo —h) = f(xo) _ f(Xo) = (% —h)

f'(x,) =
(%) - -

pentruh <0 (11.3)

Aproximarea data de expresia (11.2) este cunoscuta sub denumirea de
aproximare cu diferente progresive, iar aproximarea datd de expresia (11.3) este
denumita aproximare cu diferente regresive. Acestor doua expresii de aproximare a

derivatei le putem asocia interpretarea geometrica prezentatd in Fig. 11.1.

4 f(x)

fix)

Xo- h Xo X0+h

Fig. 11.1. Interpretarea geometricd a derivatei unei functii f(x)

Din Fig. 11.1 se poate observa faptul cad derivata functiei f(x) intr-un punct x,
reprezinta panta tangentei la graficul functiei in punctul considerat.

Relatia (11.2) aproximeaza tangenta prin dreapta AB, iar relatia (11.3)
aproximeaza functia prin dreapta CA. O aproximatie mai buna a derivatei functiei in
punctul x, se obtine daca se ia in considerare dreapta care trece prin punctele C si B,
dreaptd a cirei pantd este mai apropiatd de tangenta la curbd in punctul x,. In acest

sens, derivata functiei f(x) in punctul de abscisa x, poate fi aproximata de raportul:
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f (o +h) = (%o —h)

F(xp) 2 -

(11.4)

Astfel, aproximarea derivatei se face ca o medie aritmetica a aproximarilor date
de expresiile (11.2) si (11.3), fiind cunoscutd sub denumirea de aproximare cu diferente
centrale.

Eroarea de aproximare poate fi calculata apeland la dezvoltarea in serii Taylor a
functiei f(x) in jurul punctului xo, obtinandu-se in final:

h2
etz?f’”(s), ge(Xqg—h,Xxg+h) (11.5)

Se poate observa ca, pentru intervale h din ce mai inguste, eroarea de trunchiere
scade. Dar, pentru h foarte mic, valorile f(xo — h) si f(xo + h) pot deveni aproximativ
egale, astfel incat scaderea lor genereaza erori de rotunjire foarte mari. Pe de alta parte
nu trebuie omisa nici dependenta erorii de derivatele de ordinul 3, care in anumite

situatii poate fi ea Tnsasi foarte mare, compensand reducerea pasului h.

11.2.2. Derivarea numerica folosind polinoame de tip Newton

Polinoamele de interpolare Newton folosesc un pas de interpolare h constant:
Xe=x1+(k=1)-h (11.6)

Expresia aproximarii functiei f(x) definitd tabelar in n + 1 noduri de interpolare

echidistante x4, x,, ..., X1 este data de relatia:

Af A®f
f(x)=f, +ﬁ(x—xl) +ﬁ(x—xl)(x— X,)+...
An+lf
L (X=X)(X=X,)...(X— X, 1) (11.7)

+—
(n+1)'h""

in continuare, se face o ipoteza conform céreia derivatele sunt calculate intr-un

punct din apropierea extremitatii din stanga a intervalului de definitie, deci nodul de
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referinta este x,. Pentru x = x;, tindnd seama si de distributia echidistanta a nodurilor, se

obtin expresiile derivatelor de ordinul 1 si 2, f*si f:

4 1 1 1 1 n+ n
f(X)=F(Af1—§Azfl+§A3f1—ZA4fl+...+(—1) LA flj (11.8)

f”(x):h—lz(Az fl—A3f1+%A4 f1+...j (11.9)

Determinarea erorii de aproximare a derivatei se poate face cu relatia:

An+1f
ey () =(-)"—— (11.10)
N h(n+1)
Relatia (11.10) evidentiazd dependenta erorii de aproximare de numarul de

noduri de interpolare (eroarea scade la cresterea lui n), precum si riscul cresterii erorii

atunci cand pasul de interpolare are valori prea mici.

Exemplu numeric

Sa se calculeze derivata de ordinul 1 a functiei f(x) = logis(x), in punctul x = 50,
folosind un polinoam de interpolare Newton de ordinul 1, cu diferente finite la dreapta.

Valoarea exacta a derivatei este:

(log. () =—=+ =1 =0,008685889638065
" x-In(n) 50-In10
Rezolvare
° Se alege pasul de interpolare h = 1, astfel incat nodurile de interpolare sunt:

X, =51;x3=52; x4 =53; x5 =54; x¢ =55; x; =56; xg =57; X9 =58; x190 =59; x11 =
60...

. Se calculeaza valorile functiei f(x) in nodurile de interpolare:

flx1) =log (50) = 1,6990; f(x,) =log (51) =1,7076; f(x3) = log (52) = 1,7160;
flxs) =log (53) = 1,7243; f(xs) = log (54) = 1,7324; f(xs) = log (55) = 1,7404;
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flx7) = log (56) = 1,7482; f(xs) =log (57) =1,7559; f(xs) = log (58) = 1,7634;
flx10) = log (56) =1,7709; f(x11) =log (57) =1,7782.

. Se calculeaza diferentele finite de ordinul 1:

Af1(1) = fix1) - fix2) =1,7076 - 1,6990 = 0,0086;
Bf1(2) = fix2) - fixs) = 1,7160 — 1,7076 = 0,0084;
0f1(3) = f(xs) - fixa) = 1,7243 — 1,7160 = 0,0083;
Of1(4) = f(xs) - fixa) = 1,7324 — 1,7243 = 0,0081;
AF1(5) = fixe) - fixs) = 1,7404 — 1,7324= 0,0080;
Of1(6) = f(x7) - fixe) = 1,7482 — 1,7404 = 0,0078;
Af1(7) = fixs) - fix) = 1,7559 — 1,7482= 0,0077;
Df1(8) = f(xo) - fixs) = 1,7634 — 1,7559= 0,0076;
AF1(9) = fix10) - fixs) = 1,7709 — 1,7634 = 0,0074;
AF1(10) = f(x11) - fixo) = 1,7782 — 1,7709= 0,0073.

. Se calculeaza diferentele finite de ordinul 2:

A%f1(1) = Af1(2) - Af1(1) =0,0084 —0,0086 =-0,1670-107;
0%, (2) = Af1(3) - Af1(2) =0,0083 —0,0084 = - 0,1606-10°>;
A’f, (3) = Af1(4) - Af1(3) =0,0081—0,0083 =-0,1546-10°>;
A’f, (4) = Af1(5) - Af1(4) =0,0080 — 0,0081 = - 0,1490-10°>;
A’f, (5) = Af1(6) - Af+(5) =0,0080 - 0,0081 = - 0,1436-10°>;
0’f, (6) = Af1(7) - Af1(6) =0,0080 — 0,0081 = - 0,1385-10°>;
0’f, (7) = AF1(8) - Af1(7) =0,0080 - 0,0081 =-0,1337-10°>;
A’f, (8) = Af1(9) - Af+(8) =0,0080—-0,0081 =-0,1291-10;
A’f, (9) = Af1(10) - Af1(9) =0,0080 —0,0081 =- 0,1248-10%;

. Se calculeaza diferentele finite de ordinul 3:

03f1(1) = A*f1(2) - A’f1(1) =-0,1606-10" - (- 0,1670-10°) =0,6363-10;
DN3f1(2) = A*f1(3) - A’f1(2) =-0,1546-10" - (- 0,1606-10°) =0,6006-10;
0N3f1(3) = A*f1(4) - Af1(3) =-0,1490-10° - (- 0,1546-10°) =0,5675-10;
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03f1(4) = A*f1(5) - A*f1(4) =-0,1436-10° - (- 0,11490-10°) =0,5368-10°;
D3f1(5) = A*f1(6) - A*fi(5) =-0,1385-10"° - (- 0,1436-10°) =0,5083-10°;
D3f.(6) = A*f1(7) - A*fi(6) =-0,1337-10° - (- 0,1385-10°) =0,4818-10>;
DN3fi(7) = A*f1(8) - A*f1(7) =-0,1291-10° - (- 0,1337-10°) =0,4571-10>;
D3F1(8) = A*f1(9) - A*f1(8) =-0,1248-10° - (- 0,1291-10°) =0,4340-10>;

. Se calculeaza diferentele finite de ordinul 4:

A*f1(1) = AF1(2) - A*f1(1) = 0,6006:10° - 0,6363-10° = - 0,3568-10°°;
A1 (1) = A3F1(3) = A*f1(2) = 0,5675-10” — 0,6006-10° = - 0,3306-10°°;
A*f1(1) = A3F1(4) - A*f1(3) = 0,5368:10° - 0,5675-10° = - 0,3068-10°°;
A*f1(1) = A3f1(5) — A*f1(4) = 0,5083-10° - 0,5368:10° =-0,2851-10°;
03f.(5) = A3f1(6) — A*f1(5) = 0,4818:10° - 0,5083-10° = - 0,2652-10°;
D3f.(6) = Af1(7) — A*f1(6) = 0,4571-10° - 0,4818-10° =-0,2471-10°%;
D3f1(7) = A3F1(8) — A*f1(7) = 0,4340-10° - 0,4571-10° =-0,2305-10°%;
° Se aplica relatia (11.8) pentru calculul derivatei de ordinul 1:
, 1 1 1 1
f (X) ZE(Afl —EAz fl +§A3 fl —ZA4 fljz
1 1 a1 s 1 s
==/ 0,0086 —=(-0,1670-10"°) + =(0,6363-10"°) — = (-0,3568-10"°)
1 2 3 4
= 0,008685883965952

Utilizand valorile exacta si aproximativd, in final se poate calcula eroarea

procentuala de aproximare:

0% _ 0,008685839 — 0,008685889

r 100 = —6,53-10"°[%)]
0,008685889

11. 3. Desfasurarea lucrarii

1. Se studiaza textul lucrarii.
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2. Se studiaza fisierul functie deriv_pol newton dezvoltat in limbajul Matlab
prezentat in Anexa 2.

3. Se testeaza functia Matlab deriv_pol newton folosind exemplul numeric
prezentat in paragraful 2.

4, Se solutioneaza urmatoarele aplicatii folosind derivarea numerica bazata pe

polinoame de tip Newton.

f(x)=In x
f(x)=3x° - 4x — 1

Rezolvarea se va face manual, iar rezultatele vor fi comparate cu cele obtinute
prin utilizarea functiei deriv_pol_newton dezvoltata in Matlab.
5. Pentru aplicatiile de la punctul 4 se vor compara si analiza rezultatele si conditiile

n care au fost obtinute.
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