LUCRAREA 12

INTEGRAREA NUMERICA

12.1. Obiectivele lucrarii

Integrarea numerica se foloseste atunci cand primitiva F(x) a unei integrale fie are
o expresie complexa, fie nu poate fi determinata pe cdi elementare, respectiv in cazul in
care functia f(x) este definita printr-un numar de puncte determinate experimental si
trebuie determinata expresia unei functii F(x) care sa aproximeze cat mai bine functia
f(x). O parte dintre metodele utilizate se bazeaza pe descompunerea intervalului de
integrare intr-o serie de subintervale mai inguste, valoarea integralei definite rezultand
ca suma a ariilor aproximative ale fasiilor obtinute. Metodele de integrare numerica se
diferentiaza prin: numarul punctelor considerate, localizarea lor in intervalul de
integrare si modul de determinare a valorilor ariilor aproximative ale fasiilor obtinute.

n cadrul lucrérii va fi prezentat modul de aproximare a integralei unei functii f(x),
utilizand doua dintre cele mai utilizate metode: metoda trapezelor si metoda Simpson.
Rezolvarea se va efectua prin calcul manual si cu functiile Matlab met_trapezelor si
met_simpson construite Tn Matlab. Se va efectua o analiza a rezultatelor obtinute si a

conditiilor Tn care au rezultat.

12.2. Aspecte teoretice

12.2.1. Generalitati

in formularea cea mai generald a problemei, se considera functia reald y = f(x),

continua pe intervalul [a, b], pentru care exista primitiva F(x).



104 Lucrarea 12

Integrala definita a functiei f(x) intre limitele a si b se poate calcula cu formula

Newton-Leibnitz:
b
| = [ f(x)dx = F(b)-F(a) unde F'(x) = f(X) (12.1)

Existd numeroase situatii in care primitiva F(x) fie are o expresie complexa, fie nu
poate fi determinatd pe cai elementare, sau functia f(x) este definita printr-un numar de
puncte determinate experimental sau utilizand alta cale.

Integrala definita este numeric egala cu aria suprafetei delimitata de graficul

functiei y = f(x) si axa abcisei, intre limitele de integrare, Fig. 12.1.
AY

y = f(x)

v

a b
Fig. 12.1. Semnificatia geometricd a integralei definite

Marea majoritate a metodele de integrare descompun intervalul [a, b] in

subintervale mai Tnguste, astfel incat in final suma ariilor aproximative ale fiecarui

subinterval furnizeaza valoarea integralei definite. Relatiile care stau la baza acestor

metode au forma generala:
I~ >0, (12.2)

acestea purtand denumirea de formule de integrare numerica.

Metodele de integrare numerica se diferentiaza intre ele prin numarul de puncte
considerate, prin localizarea lor in intervalul [a, b] si prin modul de determinare a
valorilor Iy, k = 1, ..., n. Metodele cele mai folosite in practicd sunt metoda trapezelor si

metoda Simpson, acestea facand parte din categoria metodelor de cuadratura in care



Integrarea numerica 105

localizarea sau/si lungimea intervalelor se stabilesc in cursul aplicarii algoritmului, pe
baza unei analize care permite asigurarea unei precizii cat mai bune.
Daca se considera integrala definita de relatia (12.1), iar intervalul [a, b] se

decompune n subintervale [x, X,,1] cu noduri echidistante,
A=X <X <Xy <...< X, <X, =D (12.3)

cu pasul h = x4, —Xi, k=1, ..., n, atunci valoarea acesteia se poate calcula cu formula:

n Xk+1

f(x)dx = f f(x)dx = Z L (12.4)

QJ'-—.O'

12.2.2. Integrarea numerica folosind metoda trapezelor

in cadrul acestei metode aproximarea functiei f(x) pe fiecare interval elementar

[Xk, xk+2], k=1, ...n, se face printr-un polinom Newton de interpolare de gradul 1:

Ay
f(X)=y+ m (X Xy ) (12.5)

unde h = x,; — X, este pasul retelei formata din nodurile echidistante, iar y, = f(x,).

Tindnd cont de expresia (12.5), integralele elementare I, pot fi scrise sub forma:

Xk 41 X 41 A
= [f(odx= | [yk +1,—y;(x—xk)}dx (12.6

Xk

Valoarea integralei (12.6) va fi:

h
I :E(YK + yk+1) (12.7)

in final, inlocuind relatia (12.7) in relatia (12.4) aceasta devine:
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b

h n-1
I f (x)dx =S| Vet Yot 2> Y (12.8)
a k=2
unde: y, = fla) si y» = f(b).

Relatia (12.8) poarta denumirea de formula trapezelor.

Eroarea totala de aproximare este data de relatia:

(b-2)°

(0=

"(c) (12.9)

Din relatia (12.9) se poate observa ca valoarea erorii de aproximare a integralei pe
un interval [a, b] este cu atdt mai mica cu cat numarul de intervale elementare, n, este

mai mare.

12.2.3. Integrarea numerica folosind metoda Simpson

Spre deosebire de metoda trapezelor care foloseste un polinom Newton de
interpolare de ordinul 1, metoda Simpson apeleaza la aproximatia functiei y = f(x) pe
fiecare interval [x, X4.1] printr-un polinom Newton de interpolare de gradul 2.

Datorita utilizarii unui polinom de interpolare de gradul 2, metoda Simpson
necesitd o divizare a intervalelor de integrare intr-un numar par de subintervale n = 2-p.
Pentru aceasta divizare, integrarea elementelor I, se face pe 2 subintervale succesive,
adica [X¢, Xke2]-

Astfel, valoarea aproximarii integralei I, pe subintervalul considerat este:

h
I ZE(Yk +4Y, ., + yk+2) (12.10)

in final, valoarea aproximativa a integralei definitd pe intervalul [a, b], tindnd cont

de relatia (12.10) este:

b

h p P
I f (x)dx :g[ya + Yy 4D Yo +2-Zy2k_l} (12.11)
a k= k=2
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Relatia (12.11) reprezinta formula Simpson de calcul a integralelor definite
folosind polinoame Newton de interpolare de gradul 2.
n cazul in care functia f(x) este definitd tabelar, adicd se cunosc valorile f(x), k =

1, ..., n, in nodurile retelei de integrare, relatia (12.11) devine:
h
| = E(y1 +4y, + 2y, +4y, +---+ 2y, ,+4y, . +Y,) (12.12)

Eroarea de aproximare in cazul formulei Simpson este proportionala cu derivata

de ordinul patru a functiei integrant intr-un punct din interiorul intervalului [a, b]:

__(b_a)s Y
e (f)= “Leont f™ (e) (12.13)

Eroarea de aproximare folosind formula Simpson este mai micd decat cea din

formula trapezelor, dar rdméane inca relativ mare.

Exemplu numeric

2

< . . . - 1 . .
Sa se estimeze valoarea integralei definite I—dx folosind formula trapezelor si

1X

Simpson cu n = 4. Valoarea exacta a integralei este:

2

[Ldx=Inx2=In2-In1-0,6931-0,0000-0,6931
X

1

Rezolvare folosind formula trapezelor

Valoarea aproximativa a integralei se obtine plecand de la urmatoarele date de

intrare:

; X,=a=1;, X,=b=2; n=4

n

hob-a_2-1_1
n 4 4

n continuare se aplicd urmatorul algoritm:
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Xo =a=1, =—=1

0 Yo X,
x—a+h—§ y———ﬂ
' 4’ ‘x5
6 1 4
X,=a+2-h=—, =—=—
2 4 Y2 X, 6
7 1 4
Xg=a+3-h=—, =—==
3 4 Ys X, 7
X,=a+4-h=2, y4—i=l
X, 2

inlocuind expresiile de mai sus in relatia (12.8) se obtine:

|: £.1+£+£+£+1-1 1:0,6970
2 6 7 2) 4

Utilizand valorile exacta si aproximativd, in final se poate calcula eroarea

procentuala de aproximare:

o 2 08970-08981 100 (e
0,6931

Rezolvare folosind formula Simpson

Folosind formula Simpson, valoarea aproximativa a integralei se obtine plecand de

la urmatoarele date de intrare:
1
y=f(x)==; a=1, b=2; n=4 —
X n 4

n continuare se aplicd urmatorul algoritm:

X, = a =1,00000 Y, = ~1,00000
XO

x, = a+h=1,25000 y, =+ —0,80000
Xl
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X, —a+2-h=150000 y, =L —0,66667
X2

X, =a+3-h=175000 y, = —057143
X3

X, =a+4-h=2,00000 Y, = Xi =0,50000
4

Tnlocuind expresiile de mai sus in relatia (12.11) se obtine:

| = % . (1,00000 +4.0,800000 + 2-0,66667 +4-0,57143 + 0,50000): 0,69325

Utilizand valorile exacta si aproximativd, in final se poate calcula eroarea

procentuala de aproximare:

% _0,69325-0,6931
' 0,6931

-100 = 0,021[%]

Prin aplicarea celor doua metode (trapezelor si Simpson) se poate observa ca

eroarea de aproximare este mai mica in cazul metodei Simpson.

11. 3. Desfasurarea lucrarii

1. Se studiaza textul lucrarii.

2. Se studiaza fisierele functie met_trapezelor si met_simpson construite in Matlab,
prezentate in Anexa 2, si functiile continute in Matlab pentru rezolvarea numerica
a integralelor prezentate in Anexa 1.

3. Se testeazd fisierele functie met_trapezelor si met_simpson folosind exemplul
numeric prezentat in paragraful 2.

4, Se solutioneaza urmatoarele aplicatii folosind integrarea numerica bazata pe

metodele trapezelor si Simpson.

f(x) =x-sin(x); x €[5,8].
f(x)=e*—x*; xe[2,4].
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f (x) = cos(x) —sin(x); xe[rn/9,7].

Rezolvarea se va face manual, iar rezultatele vor fi comparate cu cele obtinute
prin utilizarea functiilor construite in Matlab met_trapezelor si met_simpson.
Pentru aplicatiile de la punctul 4 se vor compara si analiza rezultatele obtinute si
conditiile in care au rezultat.

Aplicatiile de la punctul 4 vor fi rezolvate cu ajutorul functiilor pentru solutionarea

numerica a derivatelor continute de Matlab.



