LUCRAREA 13

VECTORI SI VALORI PROPRII

13.1. Obiectivele lucrarii

n aplicatiile practice din diverse domenii, valorile si vectorii proprii au anumite
semnificatii fizice, dependente de natura problemei analizate. In cele mai multe situatii
prezinta interes urmatoarele cazuri: determinarea tuturor valorilor proprii si a vectorilor
proprii corespunzatori, determinarea unei valori proprii si a vectorului propriu
corespunzator (valoarea proprie cea mai mare sau cea mai mica in modul, primele
cateva valori proprii, in ordinea descrescatoare sau crescatoare a modulelor),
determinarea valorilor proprii si a vectorilor proprii pentru matrice hermitiene reale
(matrice reale simetrice), respectiv localizarea valorilor proprii, n planul complex sau pe
axa reala, fara determinarea lor explicita.

Cerintele lucrarii se refera la determinarea valorilor pentru calculul valorilor si
vectorilor proprii folosind unele dintre cele mai utilizate metode: metoda puterii directe
si metoda puterii inverse. Rezolvarea se va efectua prin calcul manual si cu functiile
construite in Matlab met_put inverse si met _put directe. Se va efectua o analiza a

rezultatelor obtinute si a conditiilor in care au rezultat.

13.2. Aspecte teoretice

13.2.1. Generalitati

Se considera o matrice A de dimensiune n x n. Daca pentru aceasta matrice se
foloseste un vector X de dimensiune n, aplicarea transformarii liniare reprezentata prin

matricea A vectorului X conduce la un nou vector Y, astfel incat:
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A-X=Y (13.1)

in general, intre vectorii X si Y nu existd o relatie bine definitd, ei putand fi doi
vectori oarecare. Pentru matricea A existd insd anumiti vectori X care sunt transformati
n vectori Y coliniari cu vectorul initial. Astfel, pentru matricea A exista cel putin n vectori
(unde n reprezinta rangul matricei) pe care transformarea liniara fi lasa invarianti ca

directie. Cu alte cuvinte se poate scrie relatia:

A-X=1-Y (13.2)

Relatia (13.2) st& la baza definirii valorilor si vectorilor proprii. in aceasta relatie,
factorul de proportionalitate A se numeste valoare proprie a matricei A, iar vectorul X se
numeste vector propriu al acestei matrice.

Relatia (13.2) poate fi scrisa intr-o forma echivalenta:

A-X=4-1,-X (13.3)

unde /, este matricea unitatea de ordinul n.

Sistemul liniar omogen rezultat din relatia (13.3),
(A-4-1,)X=0 (13.4)

admite o solutie nenuld X dacd si numai daca det(A—-A4-1,)=0.

Polinomul P (A) = det(A/,— A) se numeste polinom caracteristic al matricei A. Orice
matrice cu coeficienti complecsi are exact n valori proprii (reale sau complexe, nu
neapdrat distincte). Acestea sunt radacinile polinomului caracteristic. Radacinile
polinoamelor de grad mai mare ca patru nu pot fi intotdeauna calculate intr-un numar
finit de pasi. Polinomul caracteristic P(1) are coeficientii ¢4, ..., c,;1 care depind de
elementele matricei A.

Daca se defineste matricea X de dimensiune n x n, avand pe coloane vectorii
proprii (X1, ..., X,), atunci cele n sisteme de forma (13.3), obtinute prin inlocuirea a cate

unei valori proprii A; si a vectorului propriu x;, se pot restrange astfel:
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A-X=X-A (13.5)

unde A este matricea diagonala a valorilor proprii numita si forma canonica diagonala a
matricei A.

O alta forma canonica a matricei A este forma canonicd Schur. Astfel, daca pentru

matricea A reald, de dimensiune n x n, existd o matrice ortogonala Q, de asemenea

reald, atunci matricea S (cunoscuta sub denumirea de forma canonicd Schur), definita cu

ajutorul relatiei:

S=Q'-A-Q (13.6)

este cvasi superior triunghiulara. Aceasta inseamna ca matricea S este bloc superior
triunghiulara cu blocuri pe diagonala de ordin cel mult doi, fiecare bloc de ordin doi
avand valori proprii complexe conjugate.

Forma canonicd Schur prezinta un interes aparte Tn calculul valorilor si vectorilor
proprii, deoarece pe diagonala matricei se gasesc valorile proprii reale ale matricei A iar
blocurile de ordinul doi contin valorile proprii complex conjugate.

Polinomul si ecuatia caracteristica sugereaza cea mai naturala forma de
determinare a valorilor proprii ale matricei A. Aceasta constd in rezolvarea ecuatiei
caracteristice, ceea ce este echivalent cu determinarea zerourilor polinomului
caracteristic. Dar, din punct de vedere al calcului numeric, aceasta modalitate este total
neeconomica (pentru determinarea celor n+1 coeficienti ¢; sunt efectuate un numar de
fnmultiri de ordinul n"). Pe de alta parte, insasi problema rezolvérii ecuatiei caracteristice
dupa calculul coeficientilor c; este rau conditionata. Astfel, variatii relativ mici in valorile
coeficientilor, care pot fi introduse de erorile de rotunjire, pot determina abateri
semnificative ale zerourilor calculate Tn raport cu zerourile exacte. Din acest motiv, in
practica se folosesc alte tipuri de metode, in principal metodele iterative, care
construiesc un sir de aproximatii succesive. Aceste metode au in plus avantajul de a
determina simultan perechi valoare proprie — vector propriu.

Dintre metodele cele mai folosite in acest scop sunt tehnicile iterative cunoscute

sub denumirile de metoda puterii directe si metoda puterii inverse.
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13.2.2. Metoda puterii inverse

Metoda puterii inverse este o metoda iterativa simpla care permite determinarea
valorii proprii minima in valoare absoluta si a vectorului propriu asociat ei.

Ipoteza care sta la baza metodei se refera la proprietatea conform careia daca A
este o valoare proprie a matricei A, atunci 1/A va fi o valoare proprie a inversei A™. Tn
aceste conditii daca A, este valoare proprie minima in valoare absolutd pentru matricea
A, atunci 1/A, este valoare proprie dominant3 pentru matricea A™.

Pasii algoritmului asociat acestei metode sunt urmatorii:

1. Se considera un vector initial WA ales arbitrar, astfel incat s aib3 o componenta
in directia lui X;. Vectorul w© reprezinta o aproximatie a vectorului propriu X;.
N .. o s VV(O) .
Pentru a indeplini aceasta conditie, se va genera vectorul aleatoriu.

2. Se rezolva sistemul:

A-ZKD_w®  k=01,... (13.7)

pentru a determina vectorul Z** folosind factorizarea LU. Factorizarea se face o
singura data, iar sistemul se rezolva succesiv cunoscand valorile vectorului

wW*, k>0, din membrul drept.

3. Se determind norma HZ (k+1)

’

4, Se calculeaza:

(13.8)

si se repeata pasii 2 — 4 pand in momentul in care este indeplinit criteriul de

convergenta:

M(kﬂ) —W(k)‘ﬁ c (13.9)

unde € este fixat la inceputul procesului iterativ.

La finalul algoritmului se obtine:
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1
Iz|=+— w=X, (13.10)
!
Semnul lui X; se determina astfel:
. daca Zisi modifica semnul intre doua iteratii succesive, atunci A; este negativ;
. daca Zisi pastreaza semnul intre doua iteratii succesive, atunci A, este pozitiv.

Viteza de convergentd a acestei metode poate fi imbunatatita printr-o tehnica
numita deplasarea valorii proprii (eigenvalue shifting).

Astfel, daca se considera:
A=A +s (13.11)

unde s reprezinta deplasarea, problema initiala a determinarii valoriilor proprii se

transforma in:

A-X =1 +s)-X (13.12)
sau
A X=1-X (13.13)
unde:
A =A-s-1 (13.14)

Prin rezolvarea ecuatiei matriceale (13.13) folosind metoda puterii inverse se
. . * . . * . v
obtine valoarea proprie A 1, repectiv vectorul propriu X;, unde A ; reprezinta valoarea

proprie minima a matricei A". Valoarea proprie corespunzatoare problemei initiale,
A =A1+s (13.15)

reprezinta astfel valoarea proprie cea mai apropiata de s.
Pentru a putea obtine o accelerare a vitezei de convergenta trebuie introdusa o

deplasare s astfel incat raportul A"y /A7, s fie cat mai mic. Deoarece

se poate alege s avand o valoare apropiatd de A;.
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Metoda puterii inverse cu deplasarea valorii proprii reprezinta una dintre cele mai
performante metode, avand capacitatea de a ajunge la solutie Tn putine iteratii daca se

dispune de o localizare relativ precisa a valorilor proprii.

13.2.3. Metoda puterii directe

Aceasta metoda este asemanatoare ca metodologie cu metoda puterii inverse, cu
deosebirea cd de aceasta data se determina valoarea proprie dominanta in valoare
absoluta si vectorul propriu asociat ei. Diferenta dintre cele douda metode consta in
schimbarea vectorilor W' si Zin relatia (13.7).

Pasii algoritmului asociat acestei metode sunt urmatorii:

1. Se considera un vector initial WA, ales arbitrar, astfel incat s3 aib3 o componenta
in directia lui X,. Vectorul WA reprezinta o aproximatie a vectorului propriu X,.

Pentru a indeplini aceasta conditie, se va genera vectorul W aleatoriu .

2. Se rezolva sistemul:
z2Y =AW k=01,... (13.17)
3.  Sedetermind norma HZ kDl
4, Se calculeaza:
W kD ”iitj (13.18)

si se repeata pasii 2 — 4 pand in momentul in care este indeplinit criteriul de

convergenta:

MM _vv<k>\35 (13.19)

unde € este fixat la inceputul procesului iterativ.

La finalul algoritmului se obtine:
Iz|=%4,; W=X, (13.20)

Semnul lui X, se determina Tn acelasi mod ca in cadrul metodei puterii inverse.
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Exemple numerice

Exemplul 1

Se considera o matrice reala A, patrata si simetrica:

A=

N BN
o ©O© b~
A oD

Sa se determine valoarea proprie minima in valoare absoluta si vectorul ei propriu

folosind metoda puterii inverse si metoda puterii inverse cu deplasarea valorii proprii.
Initializarea parametrilor de intrare: vectorul propriu W © =[1 0 Q],, eroarea

maxima eps = 10'6, numarul maxim de iteratii N, = 50, deplasarea s = 0.

Metoda puterii inverse

Iteratia 1
2 4 277" [1] [0,0462
ZO=ATW@=14 9 6| -|0|=/0,0971
2 6 4 0| [0,8235

‘Z ‘”\ = /0,0462? +0,0971% + 0,8235% = 0,8305

- 0,0462 . 0,0556
w®="=_-10,0971|- ———={ 01170

Czo 0,8305
2| 0,8235 0,9916
Iteratia 2
4 277" [0,0556] [-1,3704
2O =A1T.WO = 9 6| -/01170|=| 0,9302
6 4

N BN

0,9916 | |-0,4622

[Z®]=/(-13704)° + (0,9302)° + (-0,4622)° =1,7196
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~1,3704 —0,7969
z® 1
z 04622 | ~ —0,2688
Iteratia 19

1

2 4 2| |-05266| |-14997
ZW© AT WS _14 9 6| .| 06071|=| 17288
2 6 4 -0,5951| |-1,6946

1Z09|=/(-1,4997) + (1,7288)° + (~1,6946) =2,8477

. —-14997 —0,5266
w _ 27 17288 1 _ 0,6071
—1,6946 ~0,5951

Criteriul de convergenta (13.9) este indeplinit Tn iteratia 19, obtinandu-se pentru
valoarea proprie minima in valoare absoluta si vectorul propriu asociat ei urmatoarele
aproximatii:

0,5266
A, =-03512; X,=|-06071]
0,5951

Metoda puterii inverse cu deplasarea valorii proprii.

Pentru accelerarea convergentei se alege o valoare a deplasarii s =-0,5.

2 4 2 1 00 25 4 2
A'=A-s-1=|4 9 6| —(-05):/0 1 0| =4 95 6
2 6 4 0 01 2 6 45
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Iteratia 1

1

25 4 2| |1| |0,3353
ZOW=(A)TWP=] 4 95 6| -[0|=|0,2992
2 6 45 0] |0,4526

29| = /0,3353% +0,2092° + 0,45267 =0,6378

0,3353 0,5257
zY 1
w® == 0,2992 06378 0,4691
s 0,4526 | 0,7096
Iteratia 2

-1

25 4 2 0,5257 1,4893
Z@=(AY*w®=1 4 95 6| -/04691|=|-16418
2 6 45 0,7096 1,6849

2| = 148937 + (~16418) +1,6849° = 2,7843

1,4893 0,5349

w2 _| _16a18].— 1 _| 05897
’ 7843 ’

1,6849 0,6051

Iteratia 6
25 4 27" [ 05266 3,5383
zO=(A)*w®=4 95 6| -|-06071|=|-4,0788
2 6 45 0,5951 39981

2| = /35383 + (—4,0788)° + 3,9981° = 6,7187

3,5383 0,5266

W _ 2(6) _| _ 40788 .%: —0,6071
29| 50081 | & 0,5951
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Criteriul de convergenta este indeplinit in iteratia 6, obtinandu-se pentru valoarea

proprie minimd Tn valoare absoluta si vectorul propriu asociat ei urmatoarele

aproximatii:
0,5266
A, =-03512; X, =|-0,6071|
0,5951
Exemplul 2

Se considera o matrice reala A, patrata si simetrica:

A=

AN oW
~N ©O© DN
B~ A

Sa se determine valoarea proprie dominanta in valoare absoluta si vectorul

propriu asociat ei folosind metoda puterii directe.
Initializarea parametrilor de intrare: vectorul propriu W © =[1 0 Q],, eroarea

maxima eps = 10'6, numarul maxim de iteratii N, = 50.

Iteratia 1

ZO —A.WO =

ESSE NS TR OV)
~N O DN

4111 3
71-10]|=|2
1110 4

\zm\ — /32 422 + 4% =5,3852

3 0,5571

)
w“):T: 2 ~?252= 0,3714
AEAE 0,7428
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Iteratia 2

3 2 4][05571] [5,3852
Z@=AW®={2 9 7/.10,3714 |=| 9,6562
4 7 1110,7428| |5,5709

[2?| =/5,3852° +9,6562” +5,5709° =12,3805

) 5,3852 0,435

@ Z( ) 1
W = ) = 9,6562 . m = 0,780
290 | 55700 | ¥ 0,450

Iteratia 13

3 2 4]1[0,3217] [4,6114
Z®=AW®@® =12 9 7|.10,7952 |=| 11,398
4 7 1||05140| |7,3672

2% =/4,6114° +11,398° + 7,3672° =14,3337

S 4,6114 0,3217
W = =| 11398 |- =| 07952
20 {73672 | 14 0,5140

Criteriul de convergentd este indeplinit n iteratia 13, obtinandu-se pentru
valoarea proprie dominanta in valoare absoluta si vectorul propriu asociat ei

urmatoarele aproximatii:

0,3217
A, =143337; X, =|0,7952|
0,5140

13.3. Desfasurarea lucrarii

1. Se studiaza textul lucrarii.
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Se vor studia functiile pentru determinarea vectorilor si valorilor proprii
continute de limbajul Matlab prezentate in Anexa 1.

Se studiaza si se testeaza functiile construite Tn Matlab met_put inverse si
met_put_directe, prezentate in Anexa 2, folosind exemplele numerice din
paragraful 2.

Sa se calculeze valorile si vectorii proprii cu ajutorul metodelor puterii directe

siinverse.
1 1 2 2 1 4 1 1 3 1 2 4
A=l1 2 1;B=|1 4 5;C=|1 5 2(;D=(2 1 3
2 11 4 31 2 21 4 3 1

Rezolvarea se va face manual, iar rezultatele vor fi comparate cu cele obtinute
prin utilizarea functiilor Matlab met_put_inverse si met_put_directe.

Pentru aplicatiile de la punctul 4 se vor compara si analiza rezultatele obtinute
si conditiile Tn care au rezultat.

Aplicatiile de la punctul 4 vor fi rezolvate cu ajutorul functiile pentru

determinarea vectorilor si valorilor proprii implementate in limbajul Matlab.



