LUCRAREA 14

REZOLVAREA NUMERICA A ECUATIILOR DIFERENTIALE

14.1. Obiectivele lucrarii

Ecuatiile diferentiale care contin ca necunoscute functii ce depind de o singura
variabila independentd se intdlnesc in mod curent in descrierea fenomenelor din
practicd. Tn cadrul acestor ecuatii apar derivatele de diverse ordine ale functiilor
necunoscute. Ordinul cel mai mare al derivatei functiei necunoscute va determina
ordinul ecuatiei diferentiale. in general, acestea nu pot fi solutionate pe cale analitics,
prin metode clasice, din cauza formei complexe a functiilor care definesc expresiile
derivatelor sau datorita faptului ca nu se cunoaste expresia lor, ele fiind definite "prin
puncte”. Astfel, singura alternativa pe care o avem la dispozitie este rezolvarea
numerica.

Cerintele lucrarii se referd la solutionarea numerica a ecuatiilor diferentiale
utilizand metodele directe: Taylor, Euler si Runge-Kutta. Aceste metode determina
solutia aproximativa folosind o relatie de recurenta prin intermediul careia aproximatia
intr-un punct curent este determinata numai in functie de aproximatia din pasul
anterior. Rezolvarea se va efectua prin calcul manual si cu functiile construite in Matlab
met_Taylor, met_Euler si met RK. Se va efectua o analizad a rezultatelor obtinute si a

conditiilor Tn care au rezultat.
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14.2. Aspecte teoretice

14.2.1. Generalitati

O ecuatie diferentiala poate fi definita de relatia:

y' =f(xy) (14.1)

Functia f(x, y) din relatia (14.1) se mai numeste si functie panta, deoarece in
punctul de coordonate (x, y) valoarea ei este egala cu valoarea derivatei de ordinul intai
a functiei y(x), numeric egala cu panta tangentei la graficul functiei in acest punct.

Pentru a determina complet solutia trebuie sa se furnizeze si o conditie

suplimentara:

y(% )= Yo (14.2)

Rezolvarea unei asemenea ecuatii presupune determinarea unei expresii

corespunzatoare functiei y, dependenta de variabila independenta x:

y = y(x) (14.3)

Metodele numerice de rezolvare a ecuatiei diferentiale (14.1) pornesc din punctul
de coordonate (xq, yo) precizat de conditia initiald (14.2) si determina un sir de puncte
(Xw vi), k =1, 2, ..., care descriu sub forma numericd solutia problemei. in functie de
modul in care se construieste sirul de aproximatii succesive (xi, y«), se disting doua
categorii principale de metode: metode numerice directe (Euler, Taylor si Runge-Kutta)
care determina solutia aproximativa folosind o relatie de recurenta prin intermediul
careia aproximatia n punctul curent y, este determinatd numai in functie de
aproximatia din pasul anterior y,;, respectiv metode numerice indirecte (predictor-
corector), care determina aproximatia y, in functie de aproximatia din mai multe iteratii
precedente yi.1, Vi, etc.

in continuare sunt prezentate metodele numerice directe ale cdror algoritm are
un volum de calcul redus si se preteaza la implementarea usoara pe calculator pentru

rezolvarea numerica a ecuatiilor diferentiale.



Rezolvarea numerica a ecuatiilor diferentiale 125

14.2.2. Metoda Taylor

in general, Thaintea aplicirii metodei Taylor se procedeazd la o esantionare a
intervalului de studiu de forma: xq, X1, X,, ... Aceasta esantionare poate fi uniforma (cand
punctele x,, k=1, 2, ..., sunt egal departate intre ele) sau oarecare (cand punctele x,, k =
1, 2, ..., sunt departate aleatoriu intre ele).

Metoda apeleaza la dezoltarea in serii Taylor a functiei y Tn jurul unui punct

oarecare Xi.

2
y(x) =y, + (x _l'xk)yL + (x _ZTK) Yo+ (14.4)

Dezvoltarea in serii Taylor de forma (14.4) sugereazd posibilitatea aproximarii
functiei y intr-un punct oarecare x din vecinatatea lui x, in cazul in care se cunoaste
valoarea functiei y si a derivatelor sale in acel punct x,. Toate derivatele partiale din
expresia dezvoltarii in serii Taylor pot fi calculate numeric folosind functia f care

defineste ecuatia diferentiala.

Pentru a asigura o precizie cat mai ridicata este necesar sa se considere un numar
cat mai mare de termeni din dezvoltarea in serii Taylor, ceea ce inseamna un numar cat
mai mare de derivate ale functiei y. Precizia metodei Taylor ca este afectata de doua
tipuri de erori:

. eroarea introdusa de punctul de pornire x;

. eroarea determinata de trunchierea dezvoltarii in serii Taylor.

Primul tip de eroare apare pentru toate punctele de divizare a intervalului de
calcul, cu exceptia punctului initial xo. In acest punct, valoarea functiei y este cunoscuts
in mod precis, fiind indicatd de conditia initiala a problemei. Eroarea de trunchiere
rezulta prin neglijarea termenilor de rang superior lui p, unde p reprezinta rangul
ultimului termen luat in considerare din seria Taylor.

Datorita acestor erori, metoda Taylor se caracterizeaza printr-o precizie relativ

redusa. Tn plus, volumul calculului necesar estimérii derivatelor functiei y este mare.
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14.2.3. Metoda Euler

Metoda Euler reprezinta un caz particular al metodei Taylor care, desi este mai
putin performanta din punct de vedere al volumului de calcul, ofera o imagine clara a
modului de aproximare corespunzator functiei y. Metoda Euler este o metoda de
ordinul 1 si considera numai primii doi termeni din dezvoltarea in serii Tylor.

Relatia care std la baza metodei are forma:
Vier = Yie + 0=V = Vi +h- £ (% i) (14.6)
14.2.4. Metode de tip Runge-Kutta

Metodele Runge-Kutta de rezolvare a ecuatiilor diferentiale liniare prezina multe
aspecte care le aseamana cu metoda Euler.
in cadrul metodelor Runge-Kutta se cautd o formuld de solutionare care s

depinda de functia f(x, y), dar nu si de derivatele sale:

Yk = Yk T AY (14.7)

Relatia de recurenta (14.7) poate fi scrisa si sub forma:

p
Yier = Y + 2, @ - K; (14.8)
i—1

unde:
p — reprezinta ordinul metodei;
wy —coeficienti ale caror valori urmeaza a fi determinate;
k; — reprezinta expresii care contin produsul dintre pasul de divizare a intervalului
de studiu, h, si valorile functiei f calculate in diferite puncte din vecinatatea
punctelor (x, y«):

ki=h-f(& . )

a1
Mi =Y+ Bij -K;
i1
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in relatiile (14.9) coeficientii a; si 8; urmeaz s4 fie determinati.
Daca pentru toate cazurile se considera urmatoarele valori: a; =0, 811 = 0, {3 = X,

si N1 =y se obtine:

ky=h-f(Xg, Yk)
ko =h-f(Xg +ash, y +Baki)

kg =h-f(x, +azh, y, +Bzky +Bsky)

(14.10)

Particularitatea unei anumite metode de tip Runge-Kutta rezulta din precizia
ordinului p si din modul de determinare a coeficientilor a, 8 si w. Acesti coeficienti se
determina impunand conditia ca pentru un ordin dat p, dezvoltarea in serii Taylor care
contine toti termenii pana la rangul p inclusiv sa coincida cu formula de recurenta
corespunzatoare respectivelor metode Runge-Kutta.

n continuare sunt prezentate citeva cazuri particulare ale metodei Runge-Kutta.

a. Metoda Runge-Kutta de ordinul 1 (p = 1)

n acest caz relatia de recurentd (14.8) poate fi scrisd sub forma:
Yier =Yk TO1-Kp =Y +op-h- (X, yy) (14.11)
Daca w; = 1, atunci relatia (14.11) devine:
Yirr =Yk +h-yie =y +h- (X, yi) (14.12)
b. Metoda Runge-Kutta de ordinul 1 (p = 2)
Tn acest caz relatia de recurenta (14.8) poate fi scrisd sub forma:
Yis1 =Yk T 01K + 07 K (14.13)

Daca pentru k; si k, se utilizeaza relatiile de calcul:

(14.14)

{kfh- (% i)

ky=h-f(x +h,y +k)
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si se impune a priori valoarea:

w, = ! = = ! (14.15)
) b2 '
atunci relatia (14.13) devine:

h
Yiaa =Y T (kayk)’LEh'f(Xkaha Y +h- f(xk’yk)) (14.16)

—f
2
c. Metoda Runge-Kutta de ordinul 1 (p = 4)

n acest caz relatia de recurentd (14.8) poate fi scrisd sub forma:

Vi = Yk +%(kl + 2k, + 2k, + k) (14.17)

unde:

ky=h- f(Xk’yk)

Ky = (% Ly, +
2 2 (14.18)

h k
ky=h-f(x +—=,y, +-=
3 (X 2Yk 2)

k,=h-f(x +hy+k,)

Putem spune astfel ca metodele Runge-Kutta sunt metode cu viteza mare de
convergentad, deoarece calculul unui punct curent de pe curba solutiei se face numai cu
valorile calculate la punctul precedent. Totusi, precizia acestor metode depinde de

eroarea de trunchiere.

Exemple numerice

Exemplul 1

Se considera ecuatia diferentiala ordinara:
y'(x)=3y(x), y@=y,=1

Se cere sa se solutioneze numeric ecuatia diferentiala pentru xe [1, 2] cu metoda
Euler.
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Rezolvare

Ecuatia diferentiald de mai sus ne conduce la urmatoarea solutie analitica:
y(x) =x’

Solutionarea se va face utilizand valorea h = 0,25, ceea ce inseamna ca n = 4.

Iteratia 0

Y'(%)=y; = f(x.¥,)= f(L1)=3-1=3

Iteratia 1

X, =1+0,256=125; y, =y,+h-y,=1+0,25-3=175

y'(x,)=y = f(x,y,)= f(1,25175)=3-1,75=5,25

Iteratia 2

X, =1,25+0,25=150; vy, =y, +h-y, =175+0,25-5,25=3,0625

y'(x,)=y, = f(x,,y,)= (L5, 3,0625) = 3-3,0625 = 9,1875

Iteratia 3

X, =15+0,25=175;, y,=Y,+h-y, =30625+0,25-9,1875 = 5,3594

y'(x;)=y: = f(x,,y,)= (75, 53594)=3-53594 = 16,0781

Iteratia 4

X, =1,75+0,25=2,00; y, =y, +h-y,=53594+0,25-16,0781 = 9,3789
y'(x,)=y, = f(x,,y,)= (2,00, 9,3789)=3-9.3789 = 28,1367

Exemplul 2
Se considera ecuatia diferentiala ordinara:
y'(x)=2y(x)-5x, y(0)=y,=15

Se cere determinarea solutiei ecuatiei diferentiale in punctul x = 1,5 utilizand
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metoda Runge-Kutta.

Solutionarea se va face utilizand valoarea h = 0,25, ceea ce inseamna cd n = 6.

Rezolvare

n primul pas se determind numarul segmentelor si coordonatele punctelor x; cu

relatia: X;,; =X +h-ifncepand cu x; = 0.
{x;} = (x0=0; x, =0,25; x, =0,5; x5 =0,75; x5, =1,00; x5 =1,25; x5 =1,5)
Iteratia 1
Utilizand conditia initiala xo = 0, yo =1,5 se determina prima aproximare :
Y1 =Y +Ay, , unde Ay, = %(kl(o) + 2k2(0) + 2k3(0) + k4(0))
n continurare se determiné valoarea coeficientilor in punctul xo= 0:

k =(2-y,—5-%,)-h=3-0,25=0,750

©
k,” = Hz Y, + le] - (5- X, + gﬂ -h=[(3+0,375)-0,125]-0,25 = 0,7813

(0)
k" = H Yo + k22 }— [xo + gﬂ -h =[(3+0,39065)-0,125]-0,25 = 0,7891
K, =(ys + k")~ (x, +h)]-h =[(3+0,7891)-0,25]- 0,25 = 0,8320
Astfel,

Ay, = %(0,750 +2-0,7813+2-0,7891 + 0,8320) =0,7877
Yi=Yot Ayo =15+0,7877=2,2871

Iteratia 2

Utilizand conditia y; =2,2871 si x; = 0,25 se determina cea de-a doua aproximare:

Y, =Y, +Ay,, unde Ay, = %(kl(l) +2-k,W +2-k,Y + k4(l))
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Pentru aceasta aproximare se determind valoarea coeficientilor in punctul x;=

0,25:

k," =(2-y,-5-x)-h=(2-2,2871-5-0,25)-0,25 = 0,8311

(]
kz(l): 2,y1+kl _ 5'X1+D) -h =0,8826
2 2
@)
k3(1) = [(2 Y, +kZTJ—(5-X1 +gﬂ -h =0,8954

kY =2y, +k)-(5-x, +h)]-n=09663

Astfel,

Ay, =0,8922
Y, = Y, + Ay, = 2,2871+0,8922 = 31793

Iteratia 3

Ay, =1,0655; y, = 4,2448
Iteratia 4
Ay, =1,3512;y, =5,5960
Iteratia 5

Ay, =1822; y, =7,4180

Iteratia 6
Ay, =2,5982; y, =3,9950+0,7458 =10,0162

Solutia ciutata este: y(x =1,5)=10,0162.
14. 3. Desfasurarea lucrarii

1. Se studiaza textul lucrarii.
2. Se vor studia functiile pentru solutionarea ecuatiilor diferentiale continute de

limbajul Matlab prezentate in Anexa 1.
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3. Se studiaza si se testeaza functiile construite in Matlab met_Taylor, met_Euler
si met_RK, prezentate in Anexa 2, folosind exemplele numerice din in
paragraful 2.

4,

Se solutioneaza urmatoarele aplicatii cu ajutorul metodelor Taylor, Euler si
Runge-Kutta:

y!:2-Xy_1, X0:O| XOZO’ X :1

' 2 2.

y'=x"-vy5, X =0, x,=0, x,=1

y'=x’-y+y; x,=0, x,=0, x =1
Rezolvarea se va face manual, iar rezultatele vor fi comparate cu cele obtinute
prin utilizarea functiilor construite in Matlab met_Taylor, met_Euler si met_RK.

Aplicatiile de la punctul 4 vor fi rezolvate cu ajutorul functiilor pentru

solutionarea numerica a ecuatiilor diferentiale implementate in limbajul
Matlab.



