LUCRAREA 2

APROXIMAREA FUNCTIILOR FOLOSIND INTERPOLAREA
POLINOMIALA

2.1. Obiectivele lucrarii

in cadrul lucrdrii sunt prezentate cele mai utilizate metode de aproximare
numerica a unei functii, in situatia Tn care aceasta nu are o expresie analitica cunoscut3,
data sub forma tabelara prin puncte.

Problema aproximarii porneste de la o functie f(x) pentru care se incearca
determinarea expresiei unei functii de aproximare F(x). Astfel, in cadrul lucrarii se va
considera o functie reala f : [a, b] = R si un numar n de puncte x4, X,, ..., X, din intervalul
de definitie [a, b], pentru care se cunosc valorile fixi), kK = 1, ..., n. Determinarea
expresiei functiei F(x) se face astfel incat, pe domeniul de definitie, cele doua functii sa
se abata cat mai putin una fata de cealalta.

Cerintele lucrarii se refera la aproximarea numerica a functiilor date sub forma
tabelara utilizand interpolarea polinomiald, respectiv aproximatiile de tip Lagrange si
Newton. Rezolvarea se va face prin calcul manual si cu ajutorul functiilor Matlab
aprox_polinomiala si aprox_Newton. Se va efectua o comparatie a rezultatelor obtinute

si a conditiilor in care au rezultat.

2.2. Aproximarea numerica prin interpolare polinomiala

in cadrul interpoldrii polinomiale expresia functiei de aproximare F(x) se

determina impunand conditia coincidentei cu functia f(x) in punctele de definitie, adica:
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F(x)=f  (¥)k=0,...,n (2.1)

Punctele x, (k =0, ..., n) in care se cunosc valorile functiei f(x) se numesc noduri de

interpolare, iar multimea lor {xo, x1, ..., X,} formeaza suportul de interpolare. Deoarece

functia F(x) este imaginea analitica a functiei f(x), operatia de aproximare poarta numele

de interpolare si nu are solutie unicd deoarece prin (n + 1) puncte (x , f(x«)) se pot trasa
o infinitate de curbe.

in cazul interpoldrii polinomiale functia de aproximare F(x) are urmatoarea

expresie generala:
F(X)=ag +a;X+ayx? +---+a,x" (2.2)

n cazul expresiei (2.2) se pune problema determindrii valorii coeficientilor ay (k =

0, ..., n) din conditia de interpolare, adica a rezolvarii sistemului de ecuatii liniare:

1 X, X x) | |2, f,
1 Xl Xl2 1{1 a1 — fl (23)
1 x, x x" | |a, f

Sistemul (2.3) poate fi scris sub o forma restransa, matriceala, astfel:
vV]Al=[f]-[A]=v1[f] (2.4)

unde V este matricea Vandermonde.

Deoarece nodurile de interpolare x, sunt distincte, sistemul de ecuatii (2.4) este
un sistem cu determinant Vandermonde diferit de zero cu o solutie unica, bine
determinatd pentru coeficientii a.. In consecinta, oricare ar fi calea utilizatd in scopul
construirii polinomului de interpolare (2.2), acesta este unic pentru o functie si o
diviziune data. Aproximarea efectuata este o interpolare globald, in sensul ca se
foloseste un singur polinom pentru tot intervalul de definitie, [xo, x,], corespunzator

functiei f(x).
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Exemplu numeric

Se considera o functie reald f(x), pentru care se cunosc valorile in 4 puncte

echidistante ale intervalului [0, 3], cu pasul de discretizare h = 1.

x | 0] 1] 2 3
fx)| 5| 6| -1] 16

Sa se calculeze coeficientii polinomului care aproximeaza functia f(x) pe intreg
intervalul de definitie [0, 3]. Verificarea rezultatelor obtinute se va face folosind fisierul

functie Matlab aprox_polinomiala.

Rezolvare

Functia f(x) fiind definita in patru noduri de interpolare, polinomul de

interpolare va avea gradul 3, avand urmatoarea expresie generala:
F(x)=a, +a,x+a,x* +a,x°
Pentru a determina coeficientii polinomului trebuie sa se rezolve sistemul:
-1
[Al=IvI*[f]

-0.1667 0.5000 -0.5000 0.1667 | |-5 1
1.0000 -2.5000 2.0000 -0.5000| |-6| | O

-1.8333 3.0000 -1.5000 0.3333 || -1 -2
1.0000 0 0 0 16 -5

in final expresia polinomului de interpolare are urméitoarea forma:

F(X)=-5-2-x+0-x*+1-x°
2.3. Aproximarea numerica cu polinoame de interpolare Lagrange

Pentru aproximarea functiei f(x), se construieste un polinom de interpolare de
forma:
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n
F ()= Z f L (X) (2.5)
k=1
unde:
L (x) = X=X X=X, X=X X=X, X=X _
(X)) = =
Xk =% X=X X=X X=X X=X,
il (2.6)
X=X
=11 Lo k=1...,n
i1 X — X%
i=k
De exemplu, daca n = 2, interpolarea este reprezentata de o linie dreapta:
FL(X) = flLl(X) + szz (X) (2.7)
unde:
X=X X—X
L(x)=——"2; L(x)=— (2.8)
1~ X2 Xy =X
Pentru cazul n =3, interpolarea este reprezentata de o parabola:
FL(X) = f1'—1 (X) + szz(X) + fs L3(X) (2.9)
unde:
X—X,) (X=X
L (x) = (x=%) - (x = X5) (2.10)
(X1 = X2) - (X — X3)
X—X)- (X=X
L (= KX (X %) (11
(X2 = X1) - (X2 = X3)
X—X1) - (X—X
Ls(x) = (=) (x=Xp) (2.12)

(X3 = %) - (X3 = X3)

Exemplu numeric

Se considera functia f(x) pentru care se cunosc valorile in 3 puncte echidistante

ale intervalului de definitie [1, 3], cu pasul de discretizare al intervalului h =1,5.

x |1]15] 3
fix)| 2 |25 | 4




Lucrarea 2 23

Sa se determine expresia si valoarea functiei de aproximare F;(x) care corespunde
punctului x = 2, folosind interpolarea cu polinoame Lagrange.

Verificarea rezultatelor obtinute folosind fisierul functie Matlab aprox lagrange.

Rezolvare

Relatiile (2.9) — (2.12) pot fi folosite pentru a determina expresia functiei de

aproximare care trece prin toate punctele de interpolare:

(X—Xz)-(X—X3) fox (X—Xl)-(X—X3) o+ (X—Xl)‘(X—XZ)
(Xl_xz)’(xl_xs) ' (Xz_xl)'(xz_xs) i (X3_X1 ’(Xs_xz)

)
_(x=15)-(x-3) ) (x-1)-(x-3) 25+(x—1)-(x—1.5)4
1

“1-15)-1-3) “T@5-1).05-3) " (3-1)-(3-15)

f, =

FL (X) =

= 2(x? - 4.5x+ 4.5)—%(% —4x +3)+%(x2 —25x+15)

=x+1
Astfel, pentru valoarea x = 2 functia de aproximare F,(x = 2) = 3.

Secventa de program corespunzdtoare afisarii rezultatelor in Matlab este

urmatoarea:

> x =1 1.5 3]; y=1[2 2.5 4]; xi = 2;
>> [L,yi] = aprox_lagrange(x, y, Xi);

L =
-0.5000 1.3333 0.1667

yi =
3.0000

2.4. Aproximarea cu polinoame de interpolare Newton

O aproximare mai buna a functiei f(x) fatd de aproximarea cu polinoame de tip

Lagrange poate fi obtinuta daca se utilizeaza aproximarea cu polinoame de interpolare
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Newton. Polinomul de interpolare Newton de grad n poate fi scris folosind urmatoarea

forma generala:
N,(X)=a, +(X—=Xy)a, + (X=X, )(X=X.)a, +...+ (X=X )(X = X%)...(X= X, ,)a, (2.13)

Pentru determinarea relatiei care sta la baza determinarii coeficientilor
polinomului N,(x) se vor utiliza diferentele finite. Exista mai multe tipuri de diferente
finite: directe ("la dreapta" sau "inainte"), inverse ("la stanga" sau "ihapoi") si simetrice
("centrale"). In continuare se va face referire doar cele finite directe ("la dreapta" sau

"Inainte"). Expresia diferentelor finite directe de ordinul i (i=1, ..., n) este:
Af (x,) = AT f (Xe.p) — AT f (x,) k=0,...,n-k (2.14)

Ca exemplu, in Tabelele 2.1 (tabel orizontal) si 2.2 (tabel diagonal) sunt prezentate

diferentele finite directe pentru cinci noduri de interpolare consecutive.

Tabelul 2.1. Tabel orizontal de diferente finite  Tabelul 2.2. Tabel diagonal de diferente

finite directe finite directe
x | | af] a°F | &°F] a*f x | £ | afF |a°F | &°F | A*F
Xo | Yo | 4yo| 2%yo| 2% 4% Xo | Yo
X1 | yi| dyi] 2%y1] 2% Ayo
X2 | Yo | Ay2| 2%y X1 | Y1 4%Yo
X3 | Y3 | Ays Ay1 2%
Xa | Ya X2 | Y2 A%y A%y
Ay 2%y,
X3 | Y3 2%y,
Ays
Xa Ya

Astfel, pe baza diferentelor finite, coeficientii polinomului Newton (2.14) pot fi

determinati utilizand relatia:
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n-1 _ An-1
an _ A f(xl) A f(XO) (215)
Xn —Xo

Exemplu numeric

Se considerd o functie reald f(x) pentru care se cunosc valorile in 5 puncte ale
intervalului [-2, 4]. Sa se aproximeze functia f(x) cu un polinom de interpolare de tip

Newton.

x | 2] 1] 1271 4
fx){6] o | o [ 6 | 60

Verificarea rezultatelor obtinute folosind fisierul functie Matlab aprox_newton.

Rezolvare

Pentru punctele in care functia f(x) este definita se construieste tabelul de

diferente finite.

Tabelul diferentelor finite

Xk | Vi Afy Nf, NG iy
Lo [ 0= 2-(-2) _ 1-1 _
(2 | 1 2- (-2 (2
1l 0-0 _0 6-0 7-2 1 )
1- (1) 2-(-1) 4-(-1)
110l 820_¢ 2r-6_, ) )
2-1 4-1
2 |6 | 80=5_4 i i i
4-2
4 |60 ; ; - ]

in continuare, utilizdnd rezultatele specificate in tabel si relatia (2.13) se

determina expresia polinomului Newton care aproximeaza functia f(x).

N(x) = ¥, + Afy(x—

=—6+6(x—(-2 3)

X)+ A

= —6+6(x+2)-2(x

2 fo (X = % J(X = %)+ A Fy (X = %, (X —
2(x = (=2))x = (=1)+1x = (-2))x = (- Nx ~1)

+2)(x+1)+ (x + 2)(x* —1)

¥ X =X,)+0




26

Aproximarea functiilor folosind interpolarea polinomiala

Secventa de program corespunzatoare afisarii

urmatoarea:

=X+ (-2+2)X* +(6-6-1)x—6+12—-4—2

=x*—x

rezultatelor in Matlab este

a

x=[-2

P O OO

-1 1 2 4]; f=[-6 0 0 6 60];
[a,D] = aprox_newton(x,T);

O O o oo

2.5. Desfasurarea lucrarii

1. Se va studia textul lucrarii.

Se vor studia functiile pentru aproximarea numerica a functiilor bazata pe

interpolarea polinomiala implementate in limbajul Matlab prezentate in Anexa 1.

Se testeaza functiile Matlab aprox_polinomiala, aprox _lagrange si aprox_Newton

prezentate in Anexa 2, folosind exemplele numerice prezentate in paragraful 2.

3.
4, Fie functiile f(x) definite tabelar:
X 1 2 3
flx) -2 1 2
Se cere:

e Gradul polinomului de interpolare.

e Conditiile de interpolare.

fix)

e Sistemul de ecuatii asociat in cazul metodei de aproximare prin interpolare

polinomiala.
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e Determinatul de tip Vandermonde al functiilor.

e Tabelul de diferente finite

o Expresiile polinoamele de tip Lagrange si Newton care aproximeaza functiile.
e Valoarea functiilor in punctul x = 1,75.

5. Se considera functia f(x) definita tabelar:

X 0 | 314 | 471 | 6.28
fx) | o 0 1 0

Se cere:

e Determinatul de tip Vandermonde asociat functiei.

Valorile diferentelor finite de ordinul intai si doi.

Valoarea functiei in punctul x=1,57 determinata cu ajutorul celor trei metode de
interpolare polinomiald prezentate in partea teoretica.

e Sa se compare rezultatele obtinute.

e S3 se prezinte avantajele si dezavantajele fiecarei metode in parte.

6. Se considera functia f(x) definita tabelar:

X 0.4 0.6 0.8 1
fix) | 0423 | 0.684 | 1.03 | 1.557

Sa se determine valoarea functiei in punctul x=0,73, stiind ca f(x)=tg x.
Rezolvarea se va face manual iar rezultatele vor fi comparate cu cele obtinute prin
utilizarea functiilor implementate in Matlab aprox_polinomiala, aprox_lagrange si
aprox_Newton.

7. Sa se determine expresia polinomului de interpolare Lagrange pentru

urmatoarele functii definite tabelar:

X -1 0 1 2
flx) 2 1 0 -1

X /2 T 3n/2 | 2n
flx) 1 0 -1 0
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8. Aplicatiile de la punctul 4, 5, 6 si 7 vor fi rezolvate cu ajutorul functiilor

implementate in Matlab prezentate in Anexa 1.



