LUCRAREA 3

APROXIMAREA FUNCTIILOR FOLOSIND
METODA CELOR MAI MICI PATRATE

3.1. Obiectivele lucrarii

n cadrul lucrarii se prezintd metoda celor mai mici patrate folosits in aproximarea
numerica a unei functii f(x) datd sub forma tabelara. Aceastd metoda determina expresia
functiei de aproximare F(x) impunand conditia ca suma patratelor distantelor dintre
functia care se aproximeaza f(x) si cea de aproximare F(x) in nodurile de interpolare sa
fie minima. Este prezentat algoritmul numeric asociat metodei pentru cazul general
(pentru o valoare oarecare a lui n) si pentru cazul particular n = 1, unde n reprezinta
numarul nodurilor de interpolare.

Cerintele lucrarii se refera la aproximarea numerica a functiilor date sub forma
tabelara utilizdnd metoda celor mai mici patrate. Rezolvarea va fi efectuata prin calcul
manual si cu functia Matlab aprox_regres. Se va efectua o analiza a rezultatelor si a

conditiilor in care au fost obtinute.
3.2. Aspecte teoretice
3.2.1. Modelarea matematica a criteriului celor mai mici patrate

Modelarea matematica a criteriului celor mai mici patrate poate fi exprimata cu

ajutorul relatiei:

S-= min(é(f (%) — F(xk))zjzmin(é(fk - F(xk))z) (3.1)
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in relatia (3.1) S reprezintd functia obiectiv, aceasta reprezentand suma péitratelor
abaterilor intre valorile functiilor f(x) si F(x) in nodurile de interpolare x;, k=0,...,n.

n functie de forma functiei de aproximare F(x) se pot intalni urmatoarele tipuri de
regresie: polinomiald, exponentiald, logaritmica etc. Dintre formele functiei F(x), pentru
majoritatea fenomenelor din practici, cea mai intalnitd este regresia polinomiald. Tn
continuare, se prezinta regresia polinomiala pentru cazul general (pentru o valoare

oarecare a lui n) si pentru cazul particular n = 1.

3.2.2. Regresia polinomiala

Pentru o functie de aproximare data sub forma unui polinom,

p .
F(X)=a, +ax+a,x’ +...+a,x" =) ax (3.2)
i=0

expresia functiei obiectiv S devine:

S :min(zn:(fk—zp:(aixik))zJ (3.3)

i=0

Cea mai simpla si utilizata metoda de minimizare a functiei S este cea a anularii
derivatelor partiale corespunzatoare functiei obiectiv in raport cu necunoscutele
problemei. Tn cazul regresiei polinomiale necunoscutele sunt reprezentate de coeficientii
a, i =0, ..., p, din expresia functiei de aproximare F(x). Acesti coeficienti trebuie
determinati astfel incat sa se asigure obtinerea unei valori minime pentru functia S.

in urma anularii derivatelor partiale in raport cu necunoscutele a;, i = 0, ..., p, se

obtine:
p L. .
>a >y xId=> fx j=0,...,p (3.4)

Astfel, se ajunge la un sistem de (p + 1) ecuatii liniare cu (p + 1) necunoscute, de

forma:
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n n n
na, + > ax, +...+2a,x; = f,
k=0 k=0 k=0
n n P n p+1 n
2 X @+ X+ Y axe T =2 fix (3.5)
k=0 k=0 k=0 k=0

n n n n
Y xPa, + Y ax) "t +.L o+ Zapx,fp =3 f, xP
k=0 k=0 k=0 k=0

Prin rezolvarea sistemului (3.5) vor fi determinate valorile necunoscutelor, a;, i =
0, ..., p, astfel incat expresia functiei de aproximare F(x) va fi complet cunoscuta.

Sistemul de ecuatii liniare (3.5) are dezavantajul de a fi in numeroase cazuri rau
conditionat, adica matricea corespunzatoare coeficientilor necunoscutelor este aproape
de singularitate si aproape de a nu admite inversa. Din acest motiv erorile de rotunjire
care se admit Tn calcul fac ca solutia sistemului sa se indeparteze de solutia reala. Acest
aspect este valabil cu cat gradul polinomului de aproximare F(x) creste. In practics,
pentru un grad p > 7 rezultatele furnizate nu mai au nici o seminificatie reala. Din acest
motiv regresia polinomiala este aplicatd pentru grade p < 7 si de multe ori este folosita

sub forma particulara a regresiei liniare sau parabolice.

3.2.3. Regresia liniara

Pentru o functie f(x) definita sub forma tabelara in punctele x,, x1, ..., X,, valorile

acesteia pot fi aproximate cu o functie F(x) de forma:
F(x)=a, +ax (3.6)
Coeficientii a, si a; trebuie determinati astfel incat suma patratelor abaterilor sa

fie minima, adica:

S = min(zn:(fk -a, - alx)zj (3.7)

k=0

Respectand aceeasi pasi aplicati in cadrul regresiei polinomiale, in final se obtine

urmatorul sistem de ecuatii:
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a,+xa =f
(1 19 (3.8)
a0x+(—2xfja1=—2xkfk
Nico Nico

unde X si f reprezinta valorile medii ale lui x si f.

Dupa rezolvarea sistemului (3.8) rezulta valorile coeficientilor ao si a4:

fzn: N xek Zn:xkfk—n-i-f_

a, = =2 ;g =X (3.9)

n
X} Zxk—n

n
k=0
Relatiile (3.9) sunt sensibile la erorile de rotunjire. Din acest motiv, determinarea

coeficientilor ay si a; poate fi facuta cu ajutorul urmatoarelor relatii:

Zn: fi (¢ = %)

alzk?)—; a, = f—ial (3.10)
> %y (X = X)
k=0
Exemplu numeric

Se considera o functie reald f(x) pentru care se cunosc valorile in 4 puncte

echidistante ale intervalului [0, 4], cu pasul de discretizare h = 1.

X 0 1 2 3 4
flx) 3 135 4 4,5 5

Sa se aproximeze in sensul celor mai mici patrate datele rezultate folosind
regresia liniara. Sa se verifice rezultatele obtinute folosind fisierul functie Matlab
aprox_regres.

Rezolvare

Se calculeaza mediile datelor:
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1 _O+1+2+3+4_2. V—EZy _3+35+4+45+5
5 5 - 5

4

Se calculeaza coeficientii ao si a4 relatiile (3.10):

. 2y, (4 —X) _3:(-2)+35(-1)+4:(0)+45-()+5:(2) _ 5

LTS X (% —%)  0-(-2)+1- (1) +2-(0)+3- (1) +4-(2) 10~ 0°

a,=yY—-Xa=4-2-05=3

Tn final, functia de aproximare F(x)are expresia:

F(x)=3+0,5-x

3.3. Desfasurarea lucrarii

1. Se studiaza textul lucrarii.
2. Se va studia functia Matlab aprox_regres construita in Matlab pentru aproximarea
numerica a functiilor date sub forma tabelara in sensul celor mai mici patrate

prezentata in Anexa 2.

3. Se testeaza functia Matlab aprox_regres 2 folosind exemplul din paragraful 2.
4, Se considera urmatoarele functii definite sub forma tabelara:
X 0 1 3 4 5 X 0 1 3 4 5
f(x)| 2,42| 5,37 | 8,20/ 9,61 | 9,74 f(x) 1,45 | 1,65 | 2,36 | 4,88 (10,88
X 0 1 3 4 5 X 0 1 3 4 5
f(x) | 2,12| 3.67| 3.94| 5.59 | 5.77 f(x) | 8,08 | 8,66 (10,79(13,47(14,43
X 0 1 3 4 5 X 0 1 3 4 5
fix) | 1,43 3,70| 5,20| 10,67|19,40 f(x) |2,55 5,85 7,36 | 9,45 |15,88

Sa se aproximeze in sensul celor mai mici patrate folosind polinoame de gradul 1,
3, 5si 7. Rezolvarea se va face manual pentru cazul n = 1 iar pentru celelalte polinoame

se va utiliza functia aprox_regres.
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5. Se vor reprezenta grafic rezultatele obtinute si se vor trage concluzii in legatura cu

calitatea diverselor polinoame de aproximare.



