LUCRAREA 4

REZOLVAREA NUMERICA A ECUATIILOR ALGEBRICE
PARTEAI

4.1. Obiectivele lucrarii

n cadrul lucrarii se vor studia doud dintre cele mai utilizate metode de rezolvare
numerica a ecuatiilor algebrice de tipul f(x) = 0: metoda Tnhjumatatirii intervalului si
metoda aproximatiilor succesive. Aceste metode se bazeaza pe ipoteza initiala conform
careia s-a realizat in prealabil separarea radacinilor intr-un interval [a, b]. Aplicarea
metodelor se va face pentru cazul particular al functiilor reale, dar ele pot fi aplicate si
pentru cazul general al functiilor complexe.

Rezolvarea ecuatiilor algebrice se va efectua atat prin calcul manual, dar si cu
ajutorul fisierelor functie implementate in Matlab. Dupa determinarea valorii solutiilor,

se vor formula concluzii privind rezultatele obtinute.

4.2. Aspecte teoretice

4.2.1. Principiile determinarii solutiilor ecuatiilor algebrice

Se considera o functie f: [a, b] € R —> R. Pentru aceasta functie, ecuatia f(x) =0
se numeste ecuatie algebrica daca functia f are forma unui polinom sau poate fi adusa la
aceastd formd in urma unor transformdri. in caz contrar, ecuatia se numeste
transcendenta.

Pentru functia definita mai sus, o valoare 6 €[a, b] se numeste zerou al functiei

sau rddacina a ecuatiei f(x) = 0 daca f(6) = 0. Din punct de vedere al calcului numeric
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rezolvarea unei ecuatii algebrice presupune determinarea aproximativa a tuturor
radacinilor 64, 6,, ..., 6, €la, b].

Determinarea rddacinilor ecuatiei f(x) = 0 presupune parcurgerea a doua etape:

) Separarea rdddcinilor. in cadrul acestei etape sunt determinate intervale
elementare [a;, b;] care au proprietateaca 6; €[a;, b;],i=1, ..., n.

. Determinarea aproximdrilor celor n rdddcini. In aceastd etapd se calculeazd
aproximarile celor n radacini care se gasesc in fiecare dintre intervalele
elementare, determinate in prima etapa. Acest calcul se realizeaza prin aproximari
succesive, dupa modelele specifice fiecarei metode aplicate. Procesul de
aproximari succesive trebuie sd se opreasca in momentul in care radacinile
aproximative, notate cu &', se gasesc suficient de aproape de radacina exacta é.
Acest aspect poate fi exprimat in doua forme:

0" - 5|<e, (4.1)
1f(s")<¢, (4.2)

unde €, si €, sunt numere pozitive foarte mici, impuse initial.

Din punct de vedere al criteriului aproximatiilor succesive, exista metode pentru
care cele doua conditii sunt echivalente, dar si metode pentru care nu sunt echivalente.
n cazul acestei ultime categorii de metode, aplicarea algorimilor va stabili drept conditie
de oprire una din cele doua prezentate, (4.1) sau (4.2), in functie de caracteristicile

problemelor analizate.
4.2.2. Metode de aproximare a radacinilor
4.2.2.1. Metoda injumatatirii intervalului (bisectiei)

Fie o functie f(x), continud pe un interval finit inchis [a, b], care are doua valori

fla) si f(b) definite astfel incat produsul lor sa indeplineasca conditia:

fla) - flb) <0 (4.3)
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n continuare, se face ipoteza conform careia s-a realizat in prealabil izolarea unei
radacini 6 in intervalul mentionat. Determinarea solutiei consta n Tnjumatatirea
succesiva a intervalelor de incertitudine pana in momentul in care se obtine o valoare
care sa aproximeze, cu o eroare acceptata, radacina 6, Fig. 4.1.

Considerand x,, = (a + b)/2, se va injumatati intervalul [a, b], selectidndu-se din
cele doud subintervale acela care contine solutia. in acest scop, se determind semnul
valorii f(x,), iar in functie de acesta se modifica in consecinta a = x,, sau b = x,,,, astfel
incat f(a) - f(b) < 0. Sirul valorilor succesive ale lui x,,, este convergent catre solutia exacta

x. Procedura iterativa de injumatatire se opreste atunci cand lungimea intervalului |b -

a| devine mai mica decat eroarea impusa solutiei.
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Fig. 4.1. Determinarea solutiei aproximative cu ajutorul metodei injumdtdtirii intervalului

4.2.2.2. Metoda aproximatiilor succesive

Specific metodei aproximatiilor succesive este faptul ca ecuatia initiala f(x) = 0 se

inlocuieste cu o ecuatie echivalenta de forma:
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x = g(x) (4.5)

Termenul de echivalenta se refera la faptul ca cele doua ecuatii au aceeasi
raddcing. Tn acest caz rezolvarea ecuatiei presupune, din punct de vedere grafic,

determinarea punctului de intersectie a curbelor y = x si y = g(x), Fig. 4.2.

Ay

y=g(x)

X
5 »
Fig. 4.2. Reprezentarea graficd a modului de rezolvare a ecuatiei x = g(x)

Toate metodele de aproximare succesiva pornesc de la o aproximare initiala x,,

careia 1i sunt aplicate corectii succesive care au la baza o relatie de recurenta de forma:
X1 =9(x) (4.6)

undei=0, 1, ..., n, iar n reprezinta numarul iteratiilor.
Rezulta un sir al aproximatiilor succesive, {x} = {xo, X1, X2 ,..., X,}, care poate fi:

. convergent, daca |lim X, =03, unde & este valoarea precisa a radacinii

N—>o0
corespunzatoare ecuatiei x = g(x) sau a ecuatiei f(x) = 0, care este una si aceeasi;

. divergent, dacd nu existd limita sirului {x}= {xo, X1, X2 ,..., X»}. In aceastd situatie
ecuatia f(x) = 0 nu poate fi rezolvata.
Din punct de vedere al opririi procesului iterativ, aceasta are loc atunci cand este

satisfacuta conditia:

Xy —X|<e (4.7)

unde € reprezinta o valoare suficient de mica asociata preciziei de aproximare.

De exemplu, daca se foloseste o functie g(x) care sa aibd forma
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9(x)=x+ f(x), (4.8)

si relatia de recurenta (4.6), se poate stabili o conditie care sa asigure convergenta
sirului de aproximatii succesive. Aceasta poate fi obtinuta daca se apeleaza la
dezvoltarea in serii Taylor a functiei g(x), Tn jurul radacinii exacte &, din care se retin

primii doi termeni. Tn final se obtine urmé&toarea expresie:

Xin = 9(6) +(x =96)-9'(6) (4.9)

Pentru ca sirul aproximatiilor succesive sa fie convergent este necesar ca, de la o
iteratie la alta, abaterile aproximatiilor fata de radacina exacta (e;, respectiv e;) sa se
micsoreze, adica:

les| > e —>]9'(8)<1 (4.10)

n practica verificarea unei conditii de tipul (4.10) este dificild deoarece ridicina
exacta & este ea insdsi necunoscutd. Din acest motiv convergenta sau divergenta

procesului de calcul poate fi controlata prin indicarea unui numar maxim de iteratii.
Exemple numerice
Exemplul 1
Folosind metoda bisectiei sa se determine radacina ecuatiei:
fix) =x*=10-x* +5,

cu o eroare £ =107, stiind c3 aceasta se giseste in intervalul [0,6 , 0,8].

Rezolvare

Pasul 1. Se calculeaza valoarea functiei in punctele extreme ale intervalului (a, b):
f(0,6) =0,6> - 10-0,6° + 5 = 1,616;
f(0,8) =0,8°-10-0,8" + 5 = - 0,888.

Pasul 2. Se calculeaza punctul x,, si valoarea functiei in acest punct.
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Xm = (a+b) /2 =(0,6+0,8)/2=0,7;
f(0,7) =0,7* = 10-0,7° + 5 = 0,443.

Pasul 3. Se modifica a = x,, sau b = x,, astfel incat sa fie indeplinitd conditia

fla)-f(b) <0.
Se constatd cd pentru a = x,, conditia este satisfacuta astfel incat, in continuare, se

va considera intervalul [x,, , b].

Pasul 4. Se verifica conditia de convergenta|x,, - b| < €.
|0,7-0,8 | =0,1>10"
Se repeta pasii 1 - 4 ai algoritmului cu o noua iteratie pana este satisfacuta

conditia de convergenta.

in iteratia 14 se obtin urmé&toarele rezultate:

Xm = 0,7346; f(xm) = -4,4786-107; b = 0,7346; f(b) = -4,4786-10°;

Se constata ca |x,, - b| < g, astfel incat suntem n posesia rddacinii cautate.

Rezultatele obtinute in fiecare iteratie sunt prezentate in Tabelul 4.1.

Tabelul 4.1. Rezultatele obtinute in fiecare iteratie cu metoda bisectiei

Iteratia Xm flxm) a b
0 0 0| 0,6000 | 0,8000
1| 0,7000 | 0,4430 | 0,7000 | 0,8000
2| 0,7500 | -0,2031 | 0,7000 | 0,7500
3| 0,7250 | 0,1248 | 0,7250 | 0,7500
4| 0,7375| -0,0379 | 0,7250 | 0,7375
5| 0,7312 | 0,0438 | 0,7312 | 0,7375
6| 0,7344 | 0,0030 | 0,7344 | 0,7375
7| 0,7359 | -0,0175 | 0,7344 | 0,7359
8| 0,7352 | -0,0072 | 0,7344 | 0,7352
9| 0,7348 | -0,0021 | 0,7344 | 0,7348
10| 0,7346 | 0,0004 | 0,7346 | 0,7348
11| 0,7347 | -0,0008 | 0,7346 | 0,7347
12 | 0,7346 | -0,0002 | 0,7346 | 0,7346
13| 0,7346 | 0,0001 | 0,7346 | 0,7346
14 | 0,7346 0| 0,7346 | 0,7346
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Exemplul 2
Folosind metoda aproximatiilor succesive sa se afle radacina ecuatiei:
f)=x*-2,
cu o eroare € =107, stiind c3 aceasta se gdseste in intervalul [1, 1,5]. Se va considera o
aproximatie initiala xo = 1,3.
Rezolvare

Pasul 1. Se determina expresia functiei echivalente.

x2—2:O—>x=§—>x+x=§+x—>x=%(x+§):g(x)

Pasul 2. Se calculeaza valoarea functiei in punctul xo = 1,3.

1 2
13)==(13+-—=)=14192
9(1.3) = ( 113)

Pasul 3. Se verifica conditia de convergenta|x; —xo| < €.
|1,4192-1,3 | =0,1192 > 10

Se repeta pasii 1 - 3 ai algoritmului cu o noua iteratie pana este satisfacuta
conditia de convergenta.

in iteratia 3 se obtin urmé&toarele rezultate:
g =1,4142; x; = 1,4142; £ = 8,8683-10°,

Rezultatele obtinute in fiecare iteratie sunt prezentate in Tabelul 4.2.

Tabelul 4.2. Rezultatele obtinute in fiecare iteratie cu metoda aproximatiilor succesive

Iteratia g X €
1 1,4192 | 1,4192 0,1192
2 1,4142 | 1,4142 0,0050
3 1,4142 | 1,4142 | 8.8683-10°
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4.3. Desfasurarea lucrarii

1. Se studiaza textul lucrarii.

2. Se studiazad functiile met_bisectiei si met_aprox_succ dezvoltate in limbajul de
programare Matlab si prezentate in Anexa 2.

3. Se testeaza functiile Matlab de la punctul 2, folosind exemplele numerice din
paragraful 2.

4, Se considera ecuatiile:

fix)=3x*-4x-1=0
fix)= /x* +5x—3=0

Folosind metoda bisectiei si aproximarilor succesive se cere sa se gaseasca
radacina care se afla in intervalul [1, 2], respectiv [1, 4]. Precizia de calcul are
valoarea eps=10". Rezolvarea se va face manual pentru cel putin dou3 iteratii si
cu fisierele Matlab met bisectiei si met_aprox _succ pentru obtinerea valorii
radacinii.

5. Pentru aplicatiile de la punctul 4 se vor compara si analiza rezultatele si conditiile

n care au fost obtinute (erorile admise, initializarea solutiei, numarul de iteratii).



