LUCRAREA 5

REZOLVAREA NUMERICA A ECUATIILOR ALGEBRICE
PARTEAII

5.1. Obiectivele lucrarii

in cadrul lucrdrii se vor studia metodele Newton-Raphson si coardei utilizate in
rezolvarea numerica a ecuatiilor algebrice si transcendente. Acestea reprezinta unele
dintre cele mai cunoscute si utilizate metode de rezolvare a ecuatiilor neliniare din doua
motive: sunt simplu de utilizat si rapide. Ipoteza initiala care va fi considerata se refera la
faptul cd separarea radacinilor intr-un interval [a, b] a fost realizata in prealabil.

Cerintele lucrarii se refera la rezolvarea ecuatiilor algebrice cu ajutorul acestor
doud metode. Rezolvarea se va efectua atdt prin calcul manual, cat si cu ajutorul
fisierelor functie met_Newton si met_coardei dezvoltate in Matlab. Dupa determinarea
valorii solutiilor, se va efectua o analiza a rezultatelor si se vor formula concluzii privind

rezultatele obtinute.
5.2. Aspecte teoretice

5.2.1. Metoda Newton-Raphson

Spre deosebire de alte metode, aceasta foloseste atdt derivatele de ordinul 1 cat
si valorile functiei f(x) care defineste ecuatia. Prin urmare, metoda se recomanda a fi

utilizata numai in problemele in care derivatele de ordinul 1 pot fi calculate usor.
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Fie f(x) = 0 o ecuatie algebrica sau transcendentd, care in intervalul [a, b] are o
radacina unica 6. Se presupune ca derivatele de ordin 1 si 2, f(x) si f'(x), sunt continue si
pastreaza semnul constant pentru orice X € [a,b], unde a<b.

n Fig. 5.1 este ilustrat algoritmul metodei din punct de vedere geometric. Pentru
determinarea solutiei care aproximeaza radacina 6 se porneste de la o aproximatie
initiald xo. In continuare, in punctul de coordonate (xo, f(xo)) se duce tangenta la curb3,
aceasta intersectand axa OX in punctul x;. Urmeaza apoi trasarea tangentei la curba in
punctul (x1, f(x1)). Algoritmul continud pana cidnd este satisficutd conditia de
convergenta:

X —Xi| < & (5.1)

i+1
unde € reprezinta precizia de aproximare.
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Fig. 5.1. llustrarea algoritmului metodei Newton-Raphson

Din punct de formal, metoda Newton-Raphson se dezvoltda pornind de la
dezvoltarea n serii Taylor a functiei f(x) in jurul aproximatiei curente, din care se pot
retine doar primii doi termeni. Rezultatul acestei simplificari sta la baza determinarii

formulei Newton-Raphson de calcul a aproximarii radacinei:

_ ., 1(x)

Xi+l - Xi f ;(Xi) (52)

Un dezavantaj major al metodei Newton-Raphson 1l constituie faptul ca aceasta
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poate converge numai in cazul in care aproximatia initiala x, este suficient de aproape
de solutia exacta 6. Convergenta poate fi pusa in pericol daca panta functiei f(x) este
prea neteda sau are variatii prea bruste.

Alte dezavantaje ale metodei se refera la efortul si timpul de calcul al derivatelor
de ordinul 1 in fiecare iteratie, respectiv la posibilitatea ca, datoritd unei forme aparte a
curbei functiei f(x), noile aproximatii sa se indrepte rapid spre solutia exactd sau

dimpotriva sa se Tnvarta in jurul solutiei.

5.2.2. Metoda coardei

Metoda coardei determina sirul aproximatiilor succesive folosind, pe intervale
succesive, aproximarea curbei functiei f(x) prin coarda care uneste punctele de pe
graficul functiei situate la extremitatea intervalelor respective. in Fig. 5.2 este ilustrat
algoritmul metodei din punct de vedere geometric. Se poate observa faptul cd sirul

aproximatiilor succesive converge catre solutia exacta 6.
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Fig. 5.2. Agoritmul de obtinere a solutiei prin metoda coardei

Din punct de vedere matematic, aproximarea functiei prin coarda AB conduce la

ecuatia unei drepte:
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f(x)-f(a) _ f(b)-f(a)

X—a b-a

(5.3)

in continuare, prima aproximatie, x;, se determind daci se inlocuieste in relatia
(5.3) pe x cu x;. Daca conditia f(a) - f(x1) < 0 nu este indeplinitd, atunci noul subinterval
[x1, b] va cuprinde solutia ecuatiei. Procedeul de aproximare se repeta in acelasi mod
pentru noul subinterval. Daca se presupune ca pentru subintervalul [x,1, x,] este
indeplinitd conditia f(x,.1) + f(x,) < 0, atunci pentru determinarea solutiei aproximative

X,+1 este valabila relatia de recurenta:

Xn — Xoa
f (%)= F(X.4)

Xnig =X — f (Xn) ' (5.4)

Utilizarea metodei coardei se face folosind in fiecare iteratie o relatie de forma

(5.4) pentru care extremitatea intervalului [a, b] se modificd permanent, dupda modelul

intervalului si metoda coardei arata ca pentru aceeasi lungime a unui interval [a, b],
metoda coardei asigurd apropierea de solutia exacta & intr-un numar mai mic de pasi.

Exemple numerice

Exemplul 1

Folosind metoda Newton sa se afle radacina ecuatiei:

flx)=x* -3,

cu o eroare € =107, stiind ca aceasta se gaseste in intervalul [1, 2]. Numarul maxim de
iteratii este Nmax = 10, iar aproximatia initiala este xo = 1.

Rezolvare

Pasul 1. Se calculeaza derivata functiei.
f/(x)=3x"-1

Pasul 2. Se foloseste relatia (5.2).
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ML) _X_x3—x—3_ 2x° -3
f'(x) 3x°-1  3x*-1

Pasul 3. Se determina solutia aproximativa.

3
Iteratia 1: X, = w =2,
3-(°-1
X, —%,|=[25-1=15>0,001
3
Iteratia 2: x, =2 L9 +3 19996
3-(15)° -1
X, —%,| = 1,9296 — 2,5/ = 0,5704 > 0,001
3
Iteratia 3: Xy = Z(L%)ZJFS =1,7079
3-(1,9296)% -1
|X; = X,| =[1,7079-1,9296| = 0,2217 > 0,001
3
Iteratia 4: X, = Z(L79)2+3 =1,6726
3-(1,7079)* -1
|x; —x,| =[1,6726 —1,7079 = 0,0353 > 0,001
3
Iteratia 5: X, = M =1,6717

°3.(1,6726)* -1
%, —x,| =[1,6717 —1,6726| = 0,0009 < 0,001

Radacina ecuatiei este 1,6717.

Exemplul 2
Folosind metoda coardei sa se afle radacina ecuatiei:
fx)=x* =2,
cu o eroare € =107, stiind cd aceasta se gaseste in intervalul [1, 2]. Numarul maxim de

iteratii este Nmax = 10.

Rezolvare

Se determina solutia aproximativa folosind relatia (5.4).
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Iteratia 1: X, =(2°-2)-(2*-2)- 2 2?:]('12 > =2 -% =1,3333

X, —%,|=[1,3333-1/=0,3333 > 0,001

Iteratia 2: X, =(2*-2)-(2*-2)- 5 2-13333 5 =2- 1,3333 =1,4000
(2°-2)—-(1,3333° -2) 2,2222
|x2 - X1| = |1,4000 —1,3333| =0,0667 > 0,001
Iteratia 3: X, =(2*-2)-(2°-2)- 5 21,4000 5 =2- 1,2000 =14117
(2°-2)-(1,4000° - 2) 2,040
|X; —X,| =[1,4117 —1,4000| = 0,0117 > 0,001
Iteratia 4: X, =(2°-2)-(2"-2)-— 2-L4117 - _p. L1766 =1,4137
(2°-2)-(,4117° -2) 2,0071
|x; —x,| =[1,4187 -1,4117| = 0,002 > 0,001
Iteratia 5: X, =(22-2)-(2*-2)- 5 2-14137 5 =2- L1726 =14141
(2°-2)—(,4137° -2) 2,0014
|x; —x,| =[1,4141-1,4137| = 0,0004 < 0,001
Radacina ecuatiei este 1,4141, ceea ce era evident.
5.3. Desfasurarea lucrarii
1. Se studiaza textul lucrarii.
2. Se studiaza functiile met_Newton si met_coardei dezvoltate in limbajul Matlab,
prezentate in Anexa 2.
3. Se testeaza functiile Matlab precizate la punctul 2 folosind exemplele numerice

din paragraful 2.

4, Se considera ecuatiile:

fix)=Inx+3x*-4x-1=0
fix)=x*-x-1
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Folosind metodele Newton-Raphson si coardei se cere sa se gaseasca radacina
care se afla in intervalul [1, 2]. Precizia de calcul are valoarea eps = 107,
Rezolvarea se va face manual pentru cel putin doua iteratii si cu functiile Matlab
met_newton si met_coardei pentru obtinerea valorii radacinii.

5. Pentru aplicatiile de la punctul 4 se vor compara si analiza rezultatele obtinute si
conditiile Tn care au rezultat (erorile admise, initializarea solutiei, numarul de

iteratii).
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