LUCRAREA 6

REZOLVAREA NUMERICA A SISTEMELOR DE ECUATII LINIARE
FOLOSIND METODE DIRECTE. PARTEA |

6.1. Obiectivele lucrarii

n cadrul lucrérii sunt prezentate doua dintre cele mai utilizate metode directe de
rezolvare numerica a sistemelor de ecuatii liniare: metoda eliminarilor Gauss si metoda
eliminarii Gauss — Jordan.

Caracteristica comuna a metodelor prezentate este reprezentata de faptul ca
acestea transforma sistemul initial de ecuatii liniare intr-un sistem echivalent, cu o
forma superior sau inferior triunghiulara, care poate fi rezolvat mult mai usor.

Cerintele lucrarii se refera la solutionarea numerica a sistemelor de ecuatii liniare
utilizand metoda eliminarilor Gauss si eliminarii Gauss-Jordan. Rezolvarea se va efectua
prin calcul manual si cu functiile Matlab met_elimgauss si met_gaussjordan. Se va
efectua o analizd comparativd a celor doua metode prin intermediul rezultatelor

obtinute.
6.2. Aspecte teoretice
6.2.1. Modelul matematic

n general, un sistem de n ecuatii liniare avand coeficientii a; €R(i=1,...m,j=1,
..., n) si termenii liberi b;eR, (i =1, ..., m), cu n necunoscute, x; €R (i =1, ..., n), are

urmatoarea forma:
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Ay X, +a,X, +...+a,X, =b,

1n*n

Ay X, +ay,X, +...+8,, X, =D, (6.1)

A X, +a,,X, +...+ 3, X, =b

m

n forma simplificata, sistemul (6.1) poate fi scris:
n
Dagx;=b, i=1..,m (6.2)
=1

Matriceal, sistemul (6.1) poate avea urmatoarea forma:

[A]-[X]=[b] (63)
unde:
a; a, ay,
A= a21 a22 a2n (64)
aml amz amn
b=[b, b, - b,[ (6.5)
X=[x x - x,] (6.6)

in continuare, se va face referire la metodele de solutionare a sistemelor
compatibil determinate. Din acest motiv nu se va mai preciza dimensiunile matricei A si

ale vectorilor b si X, subintelegandu-se o dimensiune generica n.

6.2.2. Metode de solutionare directe

Caracteristica comuna a metodelor directe este reprezentata de faptul ca
acestea transforma sistemul initial de ecuatii liniare intr-un sistem echivalent, cu o
forma mai simpla, care poate fi rezolvat mult mai usor. Aceasta transformare este
posibila prin aplicarea a trei operatii elementare care nu modifica solutia, dar pot afecta

valoarea determinantului matricei A (matricea coeficientilor):
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. schimbarea a doua ecuatii intre ele (modifica semnul determinatului matricei A);

. fnmultirea unei ecuatii cu un scalar diferit de zero (inmulteste determinantul
matricei A cu acelasi scalar);

. adunarea unei ecuatii inmultita cu un scalar diferit de zero la o altd ecuatie (nu

modifica valoarea determinantului matricei A).

Aceste metode permit determinarea solutiei exacte intr-un numar finit de pasi.
Metodele eliminarii Gass si eliminarii Gauss-Jordan urmaresc aducerea sistemului
initial de ecuatii liniare la una din formele superior sau inferior triunghiulara (6.7) care

poate fi rezolvata pe cai elementare.

Ujp U Ugg l, 0 0
U = 0 u22 UZ3 ; L = |21 |22 0 (67)
0 0 U3z |31 |32 |33

6.2.2.1. Metoda eliminarii Gauss

Metoda contine doua etape principale: de eliminare si de determinare a
solutiilor. Tn continuare va fi prezentat numai cazul in care matricea A este adusd la o
forma superior triunghiulara, deorece cazul aducerii matricei A la forma inferior
triunghiulara este similar.

Aducerea matricei A la o forma superior triunghiulara presupune anularea tuturor
termenilor situati sub diagonala principalad, dupa care se determina solutia sistemului
incepand cu x,, si terminand cu x;.

in cadrul etapei de eliminare nu este necesar si transcriem si necunoscutele x;
este suficient sa operam doar cu coeficientii matricei A si cu termenii liberi b.

Initial, se vor obtine zerouri succesiv, mai intdi pe prima coloana (sub coeficientul
a11), apoi pe a doua coloana (sub coeficientul a,;), si asa mai departe, pe ultima linie a
matricei A ramanand doar coeficientul a,, (evident modificat de operatiile de eliminare
efectuate anterior). Pentru a obtine zerourile de sub diagonala principald, se folosesc

operatii simple de inmultire a unei linii cu un multiplicator si de scadere din alta linie.
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Pentru a obtine zerouri pe prima coloana, din liniile 2 pana la n se scade prima
linie, inmultitd cu multiplicatorul ai/a11, i = 1, ..., n. in continuare, pentru a obtine
zerouri pe coloana a doua, din linia a treia se scade linia a doua, Tnmultita cu
multiplicatorul a,/a,, (i =3, ..., n). Algoritmul continua Tn mod identic pdna se obtin
zerouri pe toate coloanele.

Algoritmul poarta denumirea de eliminarea Gauss Tnainte si poate fi generalizat

prin intermediul urmatoarelor relatii:

(k-1)
al) =gl | Jk__latn ik n
i = & I
kk (6 8)
(k-1)
o (@ -
b =p& D | Tk __ D j=k+1,...,n
i i a(k—l) k
kk

in cadrul etapei de determinare a necunoscutelor, acestea se obtin prin
retrosubstitutie. Astfel, se determina initial ultima necunoscuta x, si se ajunge in final la
determinarea necunoscute x;.

Procedura pentru determinarea solutiilor poarta denumirea de substitutie inapoi

si poate fi generalizata astfel:

n
(i-1) (i-1)
b — E a; X

j=i+l
(i-1)
aii

<
I
I

=
[

(6.9)

Din expresiile de calcul (6.8) se constata faptul ca procesul de triunghiularizare
poate esua in momentul in care un element diagonal ay ar deveni sau ar fi egal cu zero.
Acest element diagonal, care intervine in toate relatiile de calcul, poartd denumirea de
pivot. In cazul in care, la un moment dat, pivotul are valoarea zero continuitatea
algoritmului este posibila numai daca prin schimbarea ordinii a doua ecuatii, pe
diagonala se aduce un pivot nenul. Din considerente de calcul numeric, alegerea noului
pivot se face astfel incat acesta sa reprezinte elementul subdiagonal maxim in valoare
absoluta. Tn acest fel se asigurd reducerea erorilor determinate de impartirea la numere

foarte mici. Acest procedeu de alegere a pivotului se numeste pivotare partiald, dar
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Tmbunatatirea preciziei prin aplicarea acestui procedeu de pivotare este nesemnificativa

si consuma mai mult timp de calcul.

6.2.2.2. Metoda eliminarii Gauss-Jordan

Metoda este similara cu metoda eliminarilor Gauss, cu deosebirea ca produce
zerouri atat sub cat si deasupra diagonalei principale, reducand astfel matricea initiala la
o matrice diagonald. Ca urmare a numarului sporit de operatii, utilizarea metodei Gauss-
Jordan la rezolvarea sistemelor de ecuatii nu este justificata. Aceasta metoda este insa
utilizat3 la calculul numeric al matricei inverse, notatd cu A™.

Astfel, metoda presupune transformarea sistemului:
[A]-[X]=[b] (6.10)
intr-un sistem echivalent (care are solutie similara cu cea a sistemului original) de forma:
[A*]-[X]=[b"] (6.11)

pentru care rezolvarea este foarte simpla.
Metoda se caracterizeaza prin faptul cd matricea A* se identificd cu matricea

unitate /, ceea ce permite determinarea rapida a solutiei:
[X]=[b*] (6.12)

Cu alte cuvinte, matricea coeficientilor A trebuie redusa la matricea unitate |/
efectuand operatiile corespunzatoare asupra vectorului b.

n timp ce metoda elimindrii Gauss contine eliminarea fnainte sau fnapoi, pentru a
transforma matricea initiala a coeficientilor intr-o matrice superior sau inferior
triunghiulara, respectiv, substitutia Tnainte sau Tnapoi, in vederea determinarii solutiei,
metoda Gauss-Jordan contine atat eliminarea Thainte cat si eliminarea Thapoi, in scopul
transformarii matricei initiale Tn matrice unitate, astfel incat vectorul termenilor liberi

rezultat va coincide cu solutia sistemului initial.
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Procedura are aceleasi formule generale ca in cazul eliminarii Gauss (relatiile 6.8),

cu exceptia faptului ca indicele i # k.

Exemple numerice

Exemplul 1

Se considera urmatorul sistem de 3 ecuatii liniare:

4, —2X, +X; =11 ol
— 2%, +4x, —2%x, =-16:1,
X, —2X, +4X, =17 2y

Se cere rezolvarea sistemului folosind metoda eliminarii Gauss cu Tncorporarea

procedurii de substitutie Tnapoi.

Rezolvare

a. Etapa de eliminare

Pentru a obtine zerouri pe prima coloana, din liniile a doua si a treia se scade

prima linie, inmultitd cu multiplicatorul a;;/a;, adica:
Ecuatia (/) € Ecuatia (/,) - (-0,5) - Ecuatia (/)

Ecuatia (/;) € Ecuatia (/5) - (0,25) - Ecuatia (/1)

in urma acestor operatii elementare sistemul initial se transformé, forma acestuia
fiind:
4X, —2X, + X3 =11
3x, —1,5x, =-10,5
—-15x, +3,75%x, =14,25
Pentru a obtine zerouri pe coloana a doua, din linia a treia se scade linia a doua

fnmultitd cu multiplicatorul a;5/a,, (i = 3):
Ecuatia (/5) € Ecuatia (/3) -(-0,5) - Ecuatia (/)

in final, se obtine:
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4X, —2X, + X, =11
3x, —15%x, =-10,5
3%, =9

b. Etapa de determinare a necunoscutelor

X, =9/3=3;
X, =(-105+15-%;)/3=(-105+15-3)/3=-2;
X =(11+2:%, - )/ 4=(11+2:(-2)-3)/4=1.

Exemplul 2
Se considera sistemul format din 3 ecuatii liniare definit in cadrul exemplului 1. Se

cere determinarea solutiei acestui sistem folosind metoda eliminarii Gauss-Jordan.
Rezolvare

Se construieste matricea extinsa prin asocierea la dreapta matricei A a vectorului

termenilor liberi, b:

a, a, a5 b 4 -2 1 11
ay, @, a, b,|=/-2 4 -2 -16|:
ay @83 ag b 1 -2 4 17 |:1

Se Tmparte prima linie la termenul a;; = 4, obtindndu-se o noua ecuatie 1,0,

Pentru a obtine zerouri pe prima coloana, din liniile a doua si a treia se scade prima linie

nou obtinuta, inmultita cu multiplicatorul a4, i = 2, 3, adica:

Ecuatia (") €« Ecuatia (1,) - (-2) - Ecuatia (/,")

Ecuatia (/") < Ecuatia (/5) - (1) - Ecuatia (/,")
Dupa efectuarea acestor operatii elementare sistemul initial devine:
ay ay ay b"”| [1 -05 025 275"

aly ayy al b"”|=|0 3 -15 -105/:1{"
al) a al b"| [0 -15 375 14,25|:1{"
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M = 3, obtinandu-se o nou3 ecuatie /,". Pentru a

Se imparte linia a doua Iz“) la ay,
obtine zerouri pe a doua coloana, din prima si a treia linie se scade a doua linie nou

obtinuta, Tnmultita cu multiplicatorul a,-z('), i=1,3,adica:

Ecuatia (/,"") < Ecuatia (/") - (-0,5) - Ecuatia (/,"™)
Ecuatia (1;") « Ecuatia (1;"™) - (-1,5) - Ecuatia (1,")

Dupa efectuarea acestor operatii elementare sistemul are urmatoarea forma:

all’ al’ al” pM 10 O 1 ]
aé:ll-l) aglzl) ag:l;) bz(ll) — 0 1 _075 _3,5 . |2(||)
aél') aé;') aéé') bg(") 00 3 9 |: |3(”)

M =3 obtinandu-se

n ultimul pas al algoritmului se imparte a treia linie 13(") la as;
0 noua ecuatie 15", Pentru a obtine zerouri si pe a treia coloana, din prima si a doua

linie se scade a treia linie nou obtinuta, Tnmultita cu multiplicatorul a,-3“), i=1,2,adica:
Ecuatia (,"") ¢« Ecuatia (1,") - (0) - Ecuatia (/")
Ecuatia (,"") & Ecuatia (1,") - (-0,5) - Ecuatia (15"")
in final, sistemul devine:
(nn () () () Lpan)
all a‘lZ a13 bl 1 " Il

1 00
agllu) aélzll) aélsn) bé'”) o1 0 -2 :|§'”)
aéllu) aélzll) aézla”) bé“') 00 1 3 :|:§”')

Aceastd forma finald a sistemului ne indicd si solutia: X =[1 —2 3].

6.3. Desfasurarea lucrarii

1. Se studiaza textul lucrarii si metodele numerice de rezolvare a sistemelor de
ecuatii liniare.
2. Se vor studia functiile met_elimgauss si met_gaussjordan dezvoltate in limbajul

Matlab prezentate in Anexa 2.
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3. Se testeaza functiile Matlab precizate la punctul 2 folosind exemplele numerice
din paragraful 2.
4, Se solutioneaza urmatoarele aplicatii cu ajutorul metodelor eliminarii Gauss si
eliminarii Gauss-Jordan:
8X, —2X, + X; =18
X, +6X, +2X; —3X, =8
1x, +4.3%X; +2x, =—4.6
3X, +3X, —X; —10x, =7
OX;, — X, + Xy, =—4
X; + X, +8X;, =8
0-X, +X%,+10x, =9

Rezolvarea se va face manual, iar rezultatele vor fi comparate cu cele obtinute
prin utilizarea functiilor Matlab met_elimgauss si met_gaussjordan.
5. Pentru aplicatiile de la punctul 4 se vor compara si analiza rezultatele obtinute si

conditiile in care au rezultat.
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