LUCRAREA 7

REZOLVAREA NUMERICA A SISTEMELOR DE ECUATII LINIARE
FOLOSIND METODE DIRECTE. PARTEA Il

7.1. Obiectivele lucrarii

in cadrul lucrdrii sunt prezentate metodele directe de rezolvare numerici a
sistemelor de ecuatii liniare bazate pe factorizarea matricei coeficientilor: factorizarile
Doolitle, Crout si Choleski. Caracteristica comuna a metodelor de factorizare este
reprezentata de faptul ca matricea coeficietilor A se exprima sub forma unui produs de
doud matrice de acelasi ordin (o matrice inferior triunghiulard, L, si una superior
triunghiulara, U).

Cerintele lucrarii se refera la solutionarea numerica a unui sistem de ecuatii liniare
utilizand metodele de factorizare Doolitle, Crout si Choleski. Rezolvarea se va efectua
prin calcul manual si cu functiile dezvoltate in Matlab: factorizarea doolittle
factorizarea _crout si factorizarea_cholesky. Se va efectua o analiza comparativa a

metodelor folosite prin intermediul rezultatelor obtinute.

7.2. Aspecte teoretice
7.2.1. Generalitati

Daca se considera matricea coeficientilor A patratica, de rang n, aceasta poate fi
descompusa intr-un produs dintr-o matrice inferior triunghiulard L si una superior

triunghiulara U:



62 Lucrarea 7

[A]=[L]-[U] (7.1)
adica:

Ill 0 O ull ulZ uln

I I -0 0 u Uy,
e T & I (72)
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Pentru a rezolva sistemul

[A]-[X]=[b] (7.3)

se poate folosi descompunerea (7.1) si tinand cont de asociativitatea produsului de

matrice, rezulta:

[Al=(L]-[U])-[X]=IL1-([U]-[X])=[b] (7.4)

Din expresia obtinuta se poate observa faptul ca, pentru obtinerea solutiei

sistemului initial se rezolva succesiv doua sisteme:

{[L]-[Y] =[b]

(7.5)
[UI-[X]1=[Y]

Din punct de vedere al calculului propriu-zis, determinarea celor doua matrice de
factorizare presupune calculul a (n®> + n) necunoscute utilizdnd (n?) ecuatii. In aceast3
situatie, sistemul care se obtine este un sistem nedeterminat. Pentru ca acest sistem sa
poata avea o solutie unica este necesar sa se precizeze a priori n necunoscute, care se
numesc necunoscute dependente. Cele mai utilizate alegeri se refera la elementele
diagonale ale uneia dintre cele doua matrice, L sau U. Modul de alegere a

necunoscutelor dependente genereaza doua tipuri de factorizari:

. factorizarea Doolittle, care impune matricei L sa aiba valoarea elementelor
diagonale egala cu unitatea, /;=1, undei=1, ..., n.

. factorizarea Crout, care impune matricei U sa aiba valoarea elementelor diagonale
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egala cu unitatea, u;=1,undei=1, ..., n;

Mai exista un al treilea tip de factorizare, numita factorizarea Cholesky, care se
poate aplica matricelor simetrice si pozitiv definite. Tn acest caz cele doud matrice de

factorizare satisfac relatia L = U', astfel incat relatia (7.1) devine:

[Al=[L][L] (7.6)

7.2.2. Metode de factorizare

7.2.2.1. Factorizarea Doolittle

Factorizarea Doolittle se caracterizeaza prin faptul ca elementele diagonale ale
matricei L au valorile/; =1,undei=1, ..., n.
Pentru a obtine formele superior triunghiulara pentru matricea U si inferior

triunghiulara pentru matricea L se vor utiliza urmatoarele relatii:

. pentru elementele de pe prima linie din matricea de factorizare U:
u;=a;, Jj=1...,n (7.7)
° pentru elementele de pe liniile i, i = 2, ..., n, ale matricei L:
a; )
|ij = j=1 (7.8)

j-1 1
Iiiz(aij_zlik'ukj]'_v j=2,..,i-1 (7.9)
k= Uj;
° pentru elementele liniei i a matricei U:
i—
uij:aij_zlik'ukjv J=L..,Nn (7.10)

k=1

Relatiile (7.7) — (7.10) stau la baza algoritmului factorizarii Doolittle.
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7.2.2.2. Factorizarea Crout

Factorizarea Crout se caracterizeaza prin faptul ca elementele diagonale ale
matricei U au valorile u; =1,undei=1, ..., n.
Expresiile elementelor nenule din matricele L si U specifice factorizarii Crout sunt

urmatoarele:

. pentru elementele de pe prima coloana din matricea de factorizare L:
l,=a,, 1=1..,n (7.11)
. pentru elementele de pe coloanele j, j=2, ..., n, ale matricei U:
a .
uj; =|—, =1 (7.12)
ii
= (R .
Uy =|ay =D iUy [-—, 1=1..,j-1 (7.13)
k=1 L
. pentru elementele coloanei j a matricei L:

j-1
Iij =(aij —th 'uij’ I=J,..,N (7.14)
k=1
Relatiile (7.11) — (7.14) stau la baza algoritmului factorizarii Crout.

7.2.2.3. Factorizarea Cholesky

Factorizarea Cholesky se poate aplica in situatia in care matricea A este simetrica
si pozitiv definita, fiind mai eficienta din punct de vedere numeric. O matrice A este
simetricd dac3 satisface egalitatea A = A" (matricea transpunsd) si pozitiv definitd daca

satisface conditia

[XT-[A]-[X]>0 (7.15)

pentru orice vector X, iar anularea produsului (7.15) are loc numai daca X este identic cu
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vectorul nul.
Daca cele doua proprietati sunt satisfacute, factorizarea Cholesky descompune
matricea A intr-un produs de doua matrice triunghiulare de tipul L-U, cu proprietatea ca

matricea U este egala cu transpusa matricei L:
[A]=[L]-[L] (7.16)

Pentru acest tip de factorizare, cu ajutorul relatiei (7.16) se pot scrie (n*+n)/2
ecuatii independente care contin tot atdtea necunoscute (elementele nenule din
matricea L). In consecintd, factorizarea Cholesky a unei matrice este unicd, nefiind
necesara precizarea a priori a valorilor necunoscute.

Expresiile elementelor nenule din matricea L specifice factorizarii Cholesky sunt

urmatoarele:

° pentruj=1:

|11 =480, Iil = ail/lll’ i=2..,n (7.17)

° pentruj=j:
l; = j=2,..,n (7.18)
o pentruj #j:
j-1
(aij _Zlikljkj
| = - . j=2..n-1 i=j+L1..n (7.19)

Implementarea factorizarii Cholesky trebuie sa prevada un test privind semnul
expresiei de sub radical, relatia (7.18), care sa permita oprirea procesului de calcul in
situatia Tn care acesta este negativ. Asemenea situatie se poate intalni atunci cand

matricea A nu este sau este foarte aproape de a nu fi pozitiv definita.
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Exemple numerice
Exemplul 1

Se considera sistemul de ecuatii liniar:

3X; +2X, —=X; =5
2%, —6X, +X; =9
4X, +5X, + X3 =2

Se cere rezolvarea sistemului folosind metoda factorizarii Doolittle.
Rezolvare
a. Etapa de triunghiularizare

° initializarea matricei L cu matricea unitate si a matricei U cu zero.
1 00 0 0O
L=/0 1 0|; U=|0 0 0].
0 01 0 0O

. se foloseste relatia (7.7) pentru a determina elementele de pe prima linie din

matricea superior triunghiulara U.

00 3[2]0 3 2
u=/0 0 0|; U=/0 0 0, U=0 0 O
0 00 0 0 0 O
. se folosesc relatiile (7.8) — (7.9) pentru determinarea elementelor din matricea

inferior triunghiulara L si a celorlalte elemente din matricea superior triunghiulara

U.

1 0 0 3 2 -1
L=(06667] 1 O, U=|0 [=73333 O |;
0 01 0 0 0
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3 2 1] 3 2 -1
U=|0 -73333[16667|; U=|0 -7,3333 16667
0 0 0 | 0 0 [28639
1 00 1 0 0
L=|06667 1 O|; L=|06667 1 0
[13333 0 1 1,3333 1

b. Etapa de determinare a necunoscutelor

. se determina solutia sistemului [L] [Y]: [b]

13333 -0,3182 1| |Y,

-1

Y, 1 0 0
Y,|=|06667 1 0
Y,| |13333 -03182 1

1 0 015
=|-0,6667 1 01-19]|=
2

1 o o][Y,] [5
06667 1  0||Y,|= 9]
2
5
9
2| |-55454 03182 1

problemei.

'3 2 -1 X, 5
0 -7,3333 16667 |-| X, |=| 56667
0 0 2,8636 | | X, —2,863
X, 1 [3 2 -1 7' 5
X, =10 —-7,3333 16667 | -|56667 =
| X5 0 0 2,8636 —2,863
0,3333  0,0909 0,0635 5 2

0 -0,1364 0,0794|-| 56667 |=|-1
| 0 0 0,3493 | | —2,863 -1

se determina solutia X a sistemului[U]'[X]:[Y], ce reprezintd si solutia
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Exemplul 2
Se considera sistemul format din 3 ecuatii liniare definit in cadrul Exemplului 1. Se

cere determinarea solutiei acestui sistem folosind metoda factorizarii Crout.

Rezolvare

a. Etapa de triunghiularizare

° initializarea matricei U cu matricea unitate si a matricei L cu zero.

1 00 0 0O
U=/0 1 0}; L=(0 0 O
0 01 0 0O
. se foloseste relatia (7.11) pentru a determina elementele de pe prima coloana din

matricea inferior triunghiulara L.

00 300 300
L={0 0 Of;L=[2]0 O|;L=|2 0 Of.
0 0O _0 0 0 [4]0 O
. se folosesc relatiile (7.12) — (7.14) pentru determinarea elementele din matricea

superior triunghiulara U si a celorlalte elementelor din matricea inferior

triunghiulara L.

1 10,6667] O 3 0 0
U=(0 1 0; L=|2 |=7.3333] 0};

0 0 1 4 0 0

3 0 0 3 0 0

L=(2 -73333 0|; L={2 -7,3333 0 |;
4 123333 | 0 4 23333 |2,8636
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1 0,6667 [=0,3333 1 0,6667 -0,3333

Uu=(0 1 0 ; U=|0 1 —0,2273||.
0 0 1 0 0 1

b. Etapa de determinare a necunoscutelor

. se determina solutia sistemului [L] [Y]: [b]
3 0 0 Y, 5

2 -7,3333 0 1Y, =19

4 23333 28636 |Y, 2

-1

_Yl 3 0 0 5

Y,|=|2 —-7,3333 0 191]=

| Ys 4 23333 2,8636 2

[ 0,3333 0 0 5 1,6667
0.0909 -0,1364 0 19|=1-0,7728

|—0,5397 01111 10,3492 |2 —1,0000

° se determina solutia X a sistemului[U]-[X]:[Y], ce reprezintd si solutia

problemei.

10,6667 —0,3333 X, 1,6667

0 1 -0,2273|-| X, |=|-0,7728

10 0 1 X, —1,0000

'X,] [1 06667 —0,3333]" [ 1,6667
X, =0 1 -0,2273| -|-0,7728

| X, 0 0 1 —1,0000

1 -0,6667 01818 1,6667 2

0 1 0,2273|-|—-0,7728 |=| -1

10 0 1 —1,0000 -1
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Exemplul 3
Se considera sistemul de ecuatii liniar:
6X, —3X, + X3 =7

—3X, +6X, —3%X, =9
X, —3X, +6X; =10

Se cere rezolvarea sistemului folosind metoda factorizarii Cholesky.
Rezolvare
a. Etapa de triunghiularizare

se verifica daca matricea coeficientilor A este simetrica si pozitiv definita

6 -3 1 6 -3 1
-3 6 -3|; A'=|-3 6 —3| = matricea A este simetrica.
1 -3 6 1 -3 6

Pentru orice vector X (diferit de vectorul nul), relatia [X]( . [A] [X ] > (0 este satisfacuta.

se folosesc relatiile (7.17) — (7.19) pentru a determina elementele subdiagonale

din matricea A.

[2,4495 -3 1 2,4495 -3 1

-3 6 -3|; A=|CL2247] 6 -3|;
1 -3 &6 1 -3 6
[ 24495 -3 1 24495 -3 1
~12247 6 -3|; A=|-12247 [21213] -3|;
[04082] -3 6 0,4082 11785 6
(24495 -3 1 2,4495 -3 1

-12247 21213 -3|;A=|-12247 21213 -3

| 0,4082 |-11785| 6 0,4082 -11785 (21082
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. din matricea A se extrag elementele diagonale si subdiagonale care vor forma

matricea L.

2,4495 0 0
L=|-12247 21213 0
0,4082 -11785 21082

b. Etapa de determinare a necunoscutelor

. se determina solutia sistemului [L] [Y]: [b]

[ 2,4495 0 0 Y, 7
-12247 21213 0 [1Y,]|=
| 0,4082 11785 21082 |Y, 10

Y, 2,4495 0 0 7]
Y, |=|-12247 21213 0 19 ]=
Y, 04082 -11785 21082 [10]
[0,4082 0 0 7 2,8577 |
0,2357 0,4714 0 |-| 9 |=|58925
10,0527 0,2635 0,4743| |10| |7,4841]

. se determind solutia X a sistemului[L]t -[X]:[Y], ce reprezinta si solutia

problemei.

(12,4495 -1,2247 0,4082 | [ X, 2,8577
0 21213 -11785|-| X, |=| 58925
0 0 21082 | | X, 7,4841

1

X, 2,4495 -12247 10,4082 |~ |2,8577
X,|=| O 21213 -11785| -|5,8925
X, 0 0 2,1082 7,4841
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0,4082 0,2357 0,0527 | |2,8577 2,9500
0 0,4714 0,2635|-| 58925 | =|4,7500
0 0 0,4743 | | 7,4841 3,5500

7. 3. Desfasurarea lucrarii

1. Se studiaza textul lucrarii.

2. Se vor studia functiile pentru solutionarea numerica a sistemelor de ecuatii liniare
cuprinse in Matlab prezentate in Anexa 1.

3. Se testeaza functiile dezvoltate in  Matlab: factorizarea_doolitle,
factorizarea _crout si factorizarea_cholesky prezentate in Anexa 2, folosind

exemplele numerice prezentate in paragraful 2.

4, Se solutioneazad urmatoarele aplicatii cu ajutorul metodelor de factorizare:

10x, +3%, + X; =1
X, +2X, +5%; =3
— X, +2X; +2X, =6

3X, =X, +2X; =7
— X, +3X, =5%X, =9
2X, —5X, + 3%, =10

Rezolvarea se va face manual, iar rezultatele vor fi comparate cu cele obtinute
prin utilizarea functiilor Matlab factorizarea_doolitle, factorizarea crout si
factorizarea_cholesky.

5. Pentru aplicatiile de la punctul 4 se vor compara si analiza rezultatele obtinute si

conditiile in care au rezultat.



