LUCRAREA 8

REZOLVAREA NUMERICA A SISTEMELOR DE ECUATII LINIARE
FOLOSIND METODE ITERATIVE

8.1. Obiectivele lucrarii

n cadrul lucrdrii sunt prezentate cele mai utilizate metode iterative de rezolvare
numerica a sistemelor de ecuatii liniare: Jacobi, Seidel-Gauss si Seidel-Gauss modificata.
Metodele iterative permit determinarea solutiei exacte a unui sistem de ecuatii liniare
numai atunci cand s-ar parcurge un numdar nelimitat (teoretic infinit) de iteratii. Tn
practica acest lucru nu este posibil, astfel incat aceasta categorie de metode determina
doar o solutie aproximativa a carei precizie depinde de o marime indicata initial, Tnainte
de Tnceperea procesului iterativ.

Cerintele lucrarii se refera la solutionarea numerica a unui sistem de ecuatii liniare
utilizand metodele Jacobi, Seidel-Gauss si Seidel-Gauss modificata. Rezolvarea se va
efectua prin calcul manual si cu functiile Matlab met_jacobi, met_seidelgaus si
met_seidelgauss_modif. Se va efectua o analiza comparativa a metodelor folosite prin

intermediul rezultatelor obtinute.

8.2. Aspecte teoretice
8.2.1. Generalitati
n rezolvarea numerici a sistemelor de ecuatii liniare folosind metode iterative se

porneste de la o aproximatie initiald, notatd X°, si se construieste un sir de aproximatii

succesive X°, X', ..., Xk, ... care in anumite conditii converge catre solutia exactd, notata
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X*. Daca pentru acest sir nu se poate defini o limitd se spune ca metoda este divergenta.
n caz contrar, metoda este convergentd. Acest lucru este echivalent cu posibilitatea de

a defini o relatie de recurenta intre doua aproximatii succesive de forma:
X*t=F(X*) k=0,1,... (8.1)

in ceea ce priveste convergenta metodei, se poate demonstra ci aceasta este
garantata numai daca matricea coeficientilor A este diagonal dominanta. Aproximatia
initiald X° nu joac3 un rol determinant in convergent3, aceasta afectand numai numarul

de iteratii.

8.2.2. Metode de solutionare iterative
8.2.2.1. Metoda Jacobi

Fie sistemul de ecuatii liniare dat sub forma:

Ay X, +a,X, +...+a,X, =b,

1n*n

Ay X + 85X, +...+ 85X, =D,

2n*n

(8.2)

A X, +a,,X, +...+a,X, =b

m

Pentru sistemul (8.2) se presupune cd elementele a; 20, i = 1, ..., n si determinatul
matricei det(A) # 0, unde A este matricea coeficientilor din sistemul de ecuatii liniare.
Daca se expliciteaza fiecare necunoscuta a sistemului in functie de celelalte

necunoscute rezulta o relatie iterativa de forma:

n
Xt=@W->a;-x{)/a;, i=1..,n, k>0 (8.3)
E
Relatia de recurenta (8.3) reprezintd formula de iterare a metodei Jacobi.

in cazul in care in forma initiald a sistemului de ecuatii matricea A contine cel

putin un element diagonal nul, Tnaintea aplicarii metodei Jacobi este necesar schimbarea
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ordinei unor ecuatii astfel Tncat sa se asigure valori nenule pentru toate elementele
diagonale. Aceasta operatie se poate realiza folosind pivotarea partiala care se executa o
singura datd, Tnaintea intrarii in bucla iterativa.

Aplicarea cu succes a metodei Jacobi necesita si o alta conditie legata de matricea
A care trebuie sa fie dominant diagonald, adica elementele diagonale ale acesteia sa

domine in valoare absoluta elementele din afara diagonalei principale:

n
2| > Z‘aﬂ‘ (8.4)

j=t

J#i
Daca matricea A este dominant diagonala, aproximatia initiala poate fi aleasa
oricum, iar metoda va converge. nsd, atunci cadnd nu se cunosc informatii privind

localizarea solutiei se poate considera aproximatia initiala identica cu termenii liberi.

Conditia de convergenta impusa procesului iterativ se refera la abaterea maxima
intre doua iteratii succesive care trebuie sa fie se fie sub o valoare prag E,., impusa de
utilizator. Abaterea maxima se defineste ca cea mai mare abatere, in valoare absolut3,

intre necunoscute in doua iteratii succesive:

miax(]xik+1 - x.k‘)s E (8.5)

8.2.2.2. Metoda Seidel-Gauss

Metoda Seidel-Gauss este foarte asemandtoare cu metoda Jacobi, singura
deosebire dintre ele fiind urmatoarea: la metoda Jacobi in partea dreapta a relatiei (8.3)
apar numai valorile anterioare ale variabilelor (valorile de la iteratia k-1), iar in cadrul
metodei Seidel-Gauss apar atat unele valori anterioare (pentru variabilele care nu au
fost nca recalculate), cat si unele valori noi (valorile de la iteratia k, pentru variabilele
care au fost recalculate deja).

Relatia de calcul iterativ este de forma:
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Aceasta varianta de calcul indica o Tmbunatatire a vitezei de convergenta datorita

folosirii unor informatii mai precise din iteratia curenta.

8.2.2.3. Metoda Seidel-Gauss modificata

Daca se doreste o accelerare suplimentara a convergetei se poate folosi un factor
de accelerare a. In ceea ce priveste accelerarea vitezei de convergents, aceasta nu se
produce pentru orice valoare a factorului «, iar alegerea optima a acestuia este
dependenta de problema.

Formula de iterare a metodei Seidel-Gauss modificata este:

x< =£—§ﬂxﬁ - Zn“ix'; +(1—1)(xik+1 —xik) i=1,..,n (87

& 8 i a

n acest caz, noua aproximatie se determind in functie de aproximatia calculats cu

relatia (8.6) cdreia i se aplica o corectie depedenta de factorul de accelerare:

(Xik+1)* _ :_'_ :Zli%x']‘ - Jz:l% x'j( (8.8)
X = (xik+1 ) + (1—lj(xik+1 - xik) i=1,..,n (8.9)
(24

Utilizarea unui factor de accelerare care nu a fost bine ales poate transforma un
proces care indeplineste conditia de convergenta intr-unul divergent. Valoarea acestui
factor este dependent de problema si se recomanda, ca atunci cand se foloseste metoda
Seidel-Gauss modificatd, acesta sa se aleagé cu prudentd intre anumite valori. Tn general

se recomanda utilizarea unor valori cuprinse in intervalul (0, 2).

Exemple numerice
Exemplul 1

Se considera sistemul de ecuatii liniar:



Rezolvarea numerica a sistemelor de ecuatii liniare folosind metode iterative 77

8X, +6X, —2X; =2

6x, +10x, —2X; +2X, =8
— 2%, +5X; —2X, =16

2X, +2X; +5X, =2

Se cere determinarea solutiei acestui sistem folosind metoda iterativa Jacobi.
Rezolvare

Se alege aproximatia initiala, X0 = [0; 0; 0; 0], abaterea maxima intre doua iteratii,

Emax = 0,0001 si numarul maxim de iteratii, Nmax=100, formula iterativa (8.3) devine:

X, =(-2-6x, +2x,)/8
X, =(-8—-6x, +2x, —2x,)/10
X, =(16+2x, +2x,)/5
X, =(2-2x,-2x,)/5

Iteratia 1
X, =(-2-6-0+2-0)/8=-2/8=-0,25
X,=(-8-6-0+2-0-2-0)/10=-8/10=-0,8
X,=(16+2-0+2-0)/5=16/5=3,2
X,=(2-2-0-2-0)/5=2/5=0,4

Iteratia 48

(-2-6-(=0,6272) + 2-3,3477) /8 = 8,4586 /8 = 1,0574

(-8-6-1,0574 + 2-3,3477 — 2-(—0,6882)) /10 = — 6,2726/10 = —0,6272
= (16+ 21,0574+ 2 (—0,6882)) /5=16,7348/5 = 3,3477

X, =(2—2-(~0,6272) —2-3,3477) /5 = — 3,441/5 = —0,6882

Xl
X2
X3
Exemplul 2

Se considera sistemul format din 4 ecuatii liniare definit in cadrul exemplului 1. Se

cere determinarea solutiei acestui sistem folosind metoda iterativa Seidel-Gauss.
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Rezolvare

Se alege aproximatia initiala, X0=[0; 0; O; 0], abaterea maxima intre doua iteratii,

Emax = 0,0001 si numarul maxim de iteratii, Nmax = 100, formula iterativa (8.6) devine:

X, =(-2-6X%, +2x%,)/8
X, =(-8—-6x%, +2x, —2x%,)/10
Xs = (16 +2x, +2%,)/5
X, =(2-2x, —2X;)/5
Iteratia 1
X, =(-2-6-0+2.0)/8=-2/8=-0,25
X, =(-8-6-(-0,25)+2-0-2-0)/10 = - 6.5/10 = -0,65
X, =(16+2-(-0,25)+2-0)/5=155/5=31
X, =(2-2-(-0,65)-2-31)/5=-2,9/5=-0,58

Iteratia 11
X, =(-2-6-(-0,6272) + 2-3,3477) /8 = 8,4586 /8 = 1,0574
X, =(-8-6-1,0574+2-3,3477 - 2-(-0,6882)) /10 = — 6,2726/10 =-0,6272
X, =(16+2-1,0574+2-(-0,6882))/5= 16,7348/5 =3,3477
X, =(2-2-(-0,6272) - 2-3,3477)/5=— 3,441/5 =—-0,6882

Exemplul 3

Se considera sistemul format din 4 ecuatii liniare definit in cadrul exemplului 1. Se
cere determinarea solutiei acestui sistem folosind metoda iterativa Seidel-Gauss

modificata.
Rezolvare

Daca se alege aproximatia initiala X0=[0; 0; 0; 0], abaterea maxima intre doua
iteratii Emax = 0,0001, numarul maxim de iteratii Nmax = 100, coeficientul de accelerare

w = 1,15, formula iterativa devine:
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=(—2-6x, +2X,)/8
=(-8-6x, +2x, —2x,)/10
=(16+2x, +2x,)/5

X, =(2-2x, —2X;)/5

Iteratia 1

. Se determina noua aproximatie cu formula metodei Seidel-Gauss obisnuita;
X" =(-2-6-0+2-0)/8=-2/8=-0,25
x{" =(-8-6-(-0,25)+2-0-2-0)/10 = - 6,5/10 = —0,65
x{" =(16+2-(-0,25)+2-0)/5=155/5=31
x{ =(2-2-(-0,65)-2-31)/5=-2,9/5=-0,58

o Se calculeaza corectia folosind aproximatia calculata si cea din iteratia anterioara,
iar apoi se determind noua aproximatie, prin aplicarea acestei corectii valorii

calculate cu metoda Seidel-Gauss obisnuita.

X9 =X + - (x® —x@)=0+115-(~0,25-0) = 0,2875

X9 =% + - (x® —x)=0+115-(~0,65-0) = —0,7475

X9 =% + - (x® —x®)=0+115-(31-0) = 3,565

x® =x + - (x® —x®)=0+115- (0,58 — 0) = 0,667
Iteratia 9

X9 = (-2-6-(-0,6273) + 2-3,3476) /8 = 8,4586/8 = 1,0574
x{¥ = (-8-6-1,0574+2-3,3477 - 2-(-0,6882)) /10 = — 6,2726/10 = —0,6273
x{¥ = (16 +2-1,0574 +2-(-0,6882)) /5= 16,7348/5 = 3,3476
x{) =(2-2-(-0,6273)—2-3,3476)/5=—3,441/5 = —0,6882

X® =x® +0-(x® - x®)=1,0576 +115- (1,0574 —1,0576) = 1,0574

X = x® + - (x —x®)=-0,6274+115- (0,6273+0,6274) = —0,6272

X =x® + - (x® - x®)=33478+1,15- (33476 — 3,3478) = 3,477
42

X =x® +0-(x? -x)=-0,6882+115-(-0,6882 + 0,6882) = —0,6882
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8. 3. Desfasurarea lucrarii

1. Se studiaza textul lucrarii si metodele numerice iterative de determinare a solutiei
unui sistem de ecuatii liniare.

2. Se vor studia functiile Matlab pentru solutionarea numericd a sistemelor de
ecuatii liniare prezentate in Anexa 1.

3. Se testeaza programele de calcul met jacobi, met seidelgaus si
met_seidelgauss_modif. construite in Matlab prezentate in Anexa 2, folosind
exemplele numerice prezentate in paragraful 2.

4, Se solutioneaza urmatoarele aplicatii cu ajutorul metodelor Jacobi, Seidel-Gauss si
Seidel-Gauss modificata.

X, — X, =—4

X, +X, =8

SX, — X, +3%X; =8

X, +2X, +2X, =1

— 2%, +4X, + X, =2
Rezolvarea se va face manual, iar rezultatele vor fi comparate cu cele obtinute
prin utilizarea functiilor implementate in Matlab met_jacobi, met_seidelgaus si
met_seidelgauss_modif.

5. Pentru aplicatiile de la punctul 4 se vor compara si analiza rezultatele obtinute si

conditiile in care au rezultat.



