LUCRAREA 9

REZOLVAREA NUMERICA A SISTEMELOR DE ECUATII NELINIARE
FOLOSIND METODE NEWTON

9.1. Obiectivele lucrarii

Solutionarea numerica a sistemelor de ecuatii neliniare pune probleme mult mai
mari decat cele din domeniul liniar. Neliniaritatile pot fi de mai multe feluri, ceea ce
exclude posibilitatea definirii unor relatii de dependenta intre functiile care definesc
ecuatiile sistemului. Tn mod uzual, aceste sisteme sunt de ordin ridicat, numérul
ecuatiilor, respectiv al necunoscutelor, fiind de cele mai multe ori de ordinul zecilor. in
cadrul lucrarii sunt prezentate cele mai utilizate metode de rezolvare numerica a
sistemelor de ecuatii neliniare, si anume metodele de tip Newton.

Cerintele lucrarii se refera la solutionarea numerica a unui sistem de ecuatii
neliniare utilizand metoda Newton-Raphson. Rezolvarea se va efectua prin calcul manual
si cu functia Matlab met_newraph. Se va efectua o analiza a rezultatelor obtinute si a

conditiilor n care au rezultat.

9.2. Aspecte teoretice

9.2.1. Generalitati

Rezolvarea numerica a sistemelor de ecuatii neliniare reprezinta o problema mult
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fiecare ecuatie poate ingloba o anumita neliniaritate, se exclude posibilitatea definirii
unor relatii de dependenta intre functiile care intra in componenta sistemului.

Un sistem de ecuatii neliniare de ordinul n are urmatoarea forma generica:

fL(X, Xy, ..., X,) =0

(X, %0, %,) =0 (9.1)

undefi:R">R,i=1,..,n.

Daca se fac notatiile matriceale:

X =[X, %,,..., %, | (9.2)

F=[f,f,..f] (9.3)
atunci sistemul (9.1) poate fi scris sub forma compacta:

F(X)=0 (9.4)
Acest lucru este echivalent cu posibilitatea de a defini o relatie de recurenta intre

doua aproximatii succesive de forma:

X*t=F(X*) k=0,1,... (9.5)

Pentru a determina solutia corespunzatoare sistemelor de ecuatii neliniare se

admite urmatoarea ipoteza: in vecinatatea solutiei exacte, notata cu X*, functiile f; si

toate derivatele lor partiale 8%)( ~,i,j=1, ..., nsunt continue.
i

Toate metodele practice de rezolvare a sistemelor de ecuatii neliniare care au
forma (9.1) sunt metode de tip iterativ, adicd pornind de la o aproximatie initial3,
metoda o va imbunatati de la o iteratie la alta pana cand va fi indeplinitd o conditie de
convergenta. Pentru rezolvarea unei aplicatii concrete se va alege acea metoda care
conduce la un timp total de calcul cat mai redus (numar total de operatii aritmetice
elementare sa fie cat mai mic), in conditiile asigurarii unei precizii impuse si a estimarii

simple a erorii (fard calcule suplimentare). In cele ce urmeazi sunt prezentate unele
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dintre cele mai utilizate metode de rezolvare numerica a sistemelor de ecuatii neliniare,

metodele Newton.

9.2.2. Metode de tip Newton

Metodele de tip Newton sunt metode de tip iterativ care determina o solutie
aproximativa X* corespunzatoare unui sistem de ecuatii neliniare. Caracteristica
principala a acestor metode este reprezentata de utilizarea derivatelor partiale ale
functiilor f;, i = 1, ..., n, in raport cu toate variabilele. Exista si variante care utilizeaza si
derivatele partiale de ordin superior, dar acestea sunt folosite destul de rar datorita
volumului mare de calcule care il presupun. Tn continuare se va face referire doar la
metoda Newton-Raphson.

Daca se considera un sistem de ecuatii neliniare de ordinul n scris sub forma
matriceala (9.4), relatia de recurenta care sta la baza procesului iterativ asociat metodei

Newton-Rapson este:

XK= XK -3 HX9)-F(X") (9.6)
unde:
of o o]
oX, OX, oX,
o, o,
J=lox ox, X, (9.7)
of  of,  of,
| OX,  OX, oX, |

este matricea Jacobiana

Determinarea solutiei presupune un numar relativ mare de operatii, putand
aparea uneori dificultati suplimentare legate de formele relativ complexe ale derivatelor
partiale care definesc matricea jacobiana J. Tot ca dezavantaj al metodei se poate
sublinia si necesitatea rezolvarii repetate a unui sistem de ecuatii liniare sau a inversarii

repetate a matricei jacobiene J la fiecare iteratie.
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Aplicarea cu succes a metodei Newton-Raphson se poate face numai in anumite
conditii legate de alegerea aproximatiei initiale in vecindtatea solutiei exacte X*.
Procesul de calcul este iterativ si se opreste atunci cand este indeplinita conditia de
convergenta:

‘Xk—xk‘l‘gg (9.8)
unde € este eroarea maxima admisa la calculul solutiei sistemului dat.

Exemplu numeric

Se considera un sistem format din doua ecuatii neliniare. Se cere determinarea

solutiei folosind metoda Newton-Raphson.

(X, %,)=x2+x2-1=0
fa (X, %;) = X13 %, =0

Rezolvare

Se calculeaza matricea jacobiana,

oy
lox, ox, | 2% 2X,
AR g o b
0%, OX,

astfel incat sistemul de ecuatii liniare asociat metodei este:

2%, 2%, | [Ax | |=-x2-x2 +1
3X12 -1 AX2 B — X13 +X,
Se initializeaza aproximatia initiala a solutiei:

x! =07, x:=04.

Iteratia 1.

Se inlocuieste aproximatia initiala n sistemul de ecuatii liniare:
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14 0,8 ij 3 0,35
147 -1||Axt| |0,057

AX! =01536; Ax. =01687

Solutia sistemului este:

Noile valori ale aproximatiilor, tindnd cont de abaterile Axi si AX§ sunt
urmatoarele :

x; =0,7+0,1536 = 0,8536
x; = 0,4+0,1687 = 0,5687

Iteratia 2.

Valorile noilor aproximatii se inlocuiesc in sistemul de ecuatii liniare:
1,7071 11375 Axl2 = 0,05202
21858 -1 | |Ax?| |-0,05326
Solutia sistemului astfel obtinut este:

AX? =—-0,0268; Ax? =—0,0055

Noile valori ale aproximatiilor, tinand cont de abaterile Axf si szz sunt
urmatoarele:

x? =0,8536 —0,0268 = 0,8267
x5 =0,5687 —0,0055 = 0,5633

Iteratia 3.

Aproximatiile xf si xz2 se Tnlocuiesc 1n sistemul de ecuatii liniare:

16535 11265| | Ax} | [-0,000707
20505 -1 | |Ax}| [-0,001694

Solutia sistemului obtinut este:

Ax; =-0,0007078; Ax: =0,0003729
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Noile aproximatii, tinand cont de abaterile Axf si AXS sunt urmatoarele:

x; =0,8267 —0,0007078 = 0,8260
x5 =0,5633+0,0003729 = 0,5636

Analiza evolutiei calculelor releva convergenta foarte buna a metodei Newton-

Raphson, mai ales n apropierea solutiei exacte.

9. 3. Desfasurarea lucrarii

1. Se studiaza textul lucrarii.

2. Se studiaza fisierul functie met_newraph dezvoltat in limbajul Matlab prezentat in
Anexa 2.

3. Se testeaza fisierul functie met_newraph folosind exemplul numeric prezentat in

paragraful 2.

4, Se solutioneaza urmatoarele aplicatii cu ajutorul metodei Newton-Raphson.

f(X,X,) =% +2x2-1=0
f,(X,X,)=3x —2x, =0

f(X,X,) =% +X5+2=0

f,(%,%,) =% —5x, =0

Rezolvarea se va face manual, iar rezultatele vor fi comparate cu cele obtinute
prin utilizarea functiei Matlab met_newraph.
5. Pentru aplicatiile de la punctul 4 se vor compara si analiza rezultatele obtinute si

conditiile in care au rezultat.



