Programarea neliniara
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Modelul matematic general al unei
probleme de programare liniara

min (max) F(X)
gl(X) (Sa 29 =) bia [ = 19°°°9m

X = (Xq4...5 X,,)t Vvectorul n-dimensional al variabilelor
de optimizare

F (X) — functia obiectiv;
2:(X) restrictiile modelului matematic;

b;,— vectorul termenilor liberi.



Programarea neliniara fara restrictii

* Pentru functiile obiectiv cu o singura variabila
pentru determinarea solutiei optime se folosesc
derivatele de ordinul 1 si 2.

* Pentru functiile cu mai multe variabile pentru
determinarea solutiei optime se folosesc gradientul
si matricea Hessiana.

* Gradientul unei functii reprezinta derivata de
ordinul 1 in raport cu toate variabilele, iar
matricea Hessiana este reprezentata de derivatele
de ordinul 2.



Gradientul unei functn

Pentru o functie F definita In raport cu
variabilele x,, x,, ..., X, gradientul este definit
astfel:

Exemplu: [ +2(x,)° =3x,(x,)’

VE =[15-3(x,)" 6(x,)° —6xx,



Matricea Hessiana

e Matricea Hessiani (V2) a unei functii
F(X;, X5, ..., X, ) €ste definita astfel:




Matricea Hessiana

 Exemplu:

F =15x,+2(x,)’ =3x,(x,)’

VF=[15-3(x,)° 6(x,) —-6xx,




Conditiile de optimalitate

Optimizarea fara restrictii —

. Pentru
Y=F(X), punctul de optim va fi punctul In
care F '(X) =0 iar F''(X) indeplineste
conditiile privind derivata de ordinul al I1-
lea.

Punctul de minim indeplineste conditiile:
F'(X) =0 si F''(X) >0.

Punctul de maxim indeplineste conditiile:
F '(X) =0 and F''(X) <0.



Concavitatea s1 derivata de ordinul II
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Maxim local si global

0 F’(x)>0
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Minim local

Minim local si global



Multimi convexe

Definitie: O multime S c R” este convexa daci orice punct
de pe segmentul de dreapta care uneste oricare doua puncte
x!, x? € § apartine multimii S. Din punct de vedere

matematic putem scrie:

x! = Ax!+ (1-1)x? € S pentru 4 € [0, 1].




Multimi convexe $i concave




Multimi convexe




E

Exemplu:

max (x;-x,)
- X2-x,>1
x;+x, <3 |
- XXy, =2 qulﬁm@%ﬂf;iibmeﬁm-
x;=0,x,20

- ISolutia optima

 Mutimea admisibila a
solutiilor nu este un poliedru
convex.

e Solutia optima nu se gaseste
in varful unui poliedru
convex
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Functie obiectiv neliniara cu restrictii liniare.

]

Desi multimea admisibila
este un poliedru convex,
solutia optima nu se
gaseste intr-unul din
i il varfurile acestui poliedru.

f rMultime-
' admisibila

-~

Exista si situatii in care solutia optima se gaseste in interiorul

E]

Multimii admisibile.
15



Exemplu de multime admisibila
neconvexa

S={(x,x):(0.5%,-0.6)x,<1

2(x1)* +3(x2)* 2 27; x;, X, = 0}




Functie convexa

S < R" —— Multime convexa

F:S 5> R — este o functie convexa daca

Daca este valglgﬁg Tééa%?fé)étég%‘?uﬁéﬁ& %Ié(ﬁQFO(i) =1
este strict convexa.

F?t

F( x: H(1-"1)xz)

| :
Xi Axi+(1-")x2 X




Programarea convexa

FieS={XeR":g(X)<b,i=1,...m}

Definitie: Daca g/(X) este o functie convexa pentru orice i =
1,...,m atunci § este o multime convexa.

Teorema programarii convexe: Fie x € R" si F(X) o functie
convexa definita pe o mutime convexa de restrictii S. Daca
exista o solutie finita pentru problema:

min { F(X): X €S8}
Atunci toate punctele de optim local sunt si puncte de optim
global. Daca F(X) este strict convexa, punctul de optim este

unic.



Programarea convexa

Min F(x,...,Xx,)

gi(xla“'axn) < bi
1=1,....m
x;>0,...,x,>20

este o problema de
programare convexa
daca F este convexa si
fiecare restrictie g; este
convexa.

Max F (xg,...,x,)

gi(x17°-°>xn) < bi
t=1,....m
x;>0,...,x,>20

Este o problema de
programare convexa
daca F este concava si
fiecare restrictie g; este
convexa.



Exemplu:

Sa se construiasca un cilindru (avand si partile
superioara si inferioara) avand un volum maxim,
astfel incat suprafata sa sa nu depaseasca o coala
de tabla de dimensiune s.

max V|r,h) = nrh = /|
2nr? + 2nrh = s J,h
r>0, h>0

Exista mai multe moduri de abordare a acestei probleme.
Unul dintre acestea determina inatimea h din restrictia
de suprafata si inlocuiste expresia obtinuta in functia
obiectiv.



Solutia

s —2nr? s -2nr?

— Vol l1=V=nmnr
= Soart 5 votumul = V=g T
dv _ S 12 S s 7
dr v= r=(6n) h = onr T =2(67t)
_S \3/2 1/2 S
V =nr?h=2 - (— _ o
wreh=2nlen)  r= () h=2(¢-)

Este solutia obtinuta solutie optima?

1

/2



Testul de convexitate

rs dV(n _ s d=V(r) _
r) = 5 - > 40 = —3nr?2 > T = —6nr
d*Vv

12 <0 pentru orice r>0
-

V(r) este concava pentru orice r> O astfel incat solutia
obtinuta reprezinta maximul global.



Teoreme
Teorema 1.

Pentru o functie F(X), derivabila pe o multime convexa, sunt valabile
urmatoarele afirmatii echivalente:

1.F(X) este convexa;

2.F(X,) - F(X,) 2 (VF(X,), X, — X,), oricare arfi X,, X, € S
adica valoarea functiei F(X) creste pe directia gradientului VF(X,).
(X, Y) este produsul scalar al vectorilor X si Y.

3.Produsul scalar (VF(X+Ad), d) este nedescrescator in raport cu A.

4.Matricea Hessiana este semi-pozitiv definita pentru toate punctele
X € S, adica:
(d, H(X)-d) 20



I Teorema 2.

Teorema 3.

Se considera urmatoarea problema de programare convexa:
min (F(X)), Xe S

unde: S este multimea admisibila de solutii (este o multime convexa);
F(X) — derivabila si convexa;

X de mai sus daca si numai daca sunt adevarate
urmatoarele:

In cazulin care X € R, iar restrictiilelipsesc relatia devine:

Daca F(X) este derivabilasi convexa iar mutimea este strict convexa, atunci X* este unic.



Programarea neliniara convexa fara restrictii

Se considera urmatoarea problema de programare
convexa:

Conditiile necesare si suficiente ca un punct X* sa fie un
minim local si global sunt:

iar pentru un minim global unic, acestea sunt:

Notatii: g = VF(X(), HK = V2F(X(K)



Programarea neliniara convexa fara restrictii

in general, pentru rezolvarea unei probleme de
programare neliniara se foloseste relatia iterativa:

unde:

d'k) € R" — reprezinta o directie de deplasare in iteratia
k din punctul curent X);

Ak — scalar ce reprezinta lungimea pasului de
deplasare in iteratia curenta.



1. Metodele de optimizare difera prin

procedurile concrete de alegere a parametrilor
d® si A,

2. Avand in vedere reducerea efortului de calcul
privind implementarea procedurii iterative, In
fiecare etapa, informatia disponibila pentru
obtinerea directiei d® si a pasului A% este strict
limitata la valorile functiei si a primel sale
derivate.



Proceduri pentru alegerea pasului
de deplasare

Determinarea pasului de deplasare A% constituie
o parte critica a metodelor de optimizare din
cadrul programarii neliniare.

O a pasului conduce la un
in procesul de optimizare,
deci la ,jlar o

poate conduce la
si deci, din nou, la
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Iteration 34, f = -250

e Gradientul este intotdeauna perpendicular pe normala la
suprafata functiei obiectiv.

Dupa fiecare iteratie noua directie a gradientului este
Intotdeauna perpendiculara pe directia din iteratia anterioara.

In consecinta, iteratiile au tendinta de a asigura o deplasare In
zig-zag Intr-un mod foarte ineficient.



Metode de alegere optimala a pasului de deplasare

Aceste metode urmaresc determinarea pasului A%
Din conditia realizarii minimului functiei F(X)
pe directia d :

Daca se face ipoteza ca functia F(A1) este neteda,
metodele cele mai eficiente se bazeaza pe
aproximarea acesteia printr-o functie polinomiala
de gradul 2, al carei minim se poate calcula usor.

F=C,24+CA+C,, C,>0 Ay ;i) __ C

2C,




Metoda 1

Pentru determinarea coeficientilor C,, C, si C,
sunt necesare trei valori ale functiei respective
in punctele 4,, 4, si 43, expresia finala fiind:

P YL o

- Corectitudinea minimului depinde de aproximarea
polinomiala;

- Eficienta procesului de optimizare depinde foarte
mult de alegerea valorilor A, si 4; (pentru A, se ia,
de regula, o valoare nula).



Metoda 2

Consta in folosirea valorii functiei si a derivatei
acesteia in punctul curent X precum si a valorii
functiel intr-un punct invecinat,

F, =Flx*V)=F(x®4+1 q®

Daca aceste relatii se introduc in expresia polinomiala
a functiei F(A) se va ob;ine'




Metoda 2

Consta in folosirea valorii functiei si a derivatei
acesteia in punctul curent X precum si a valorii
functiel intr-un punct invecinat,

F, =Flx*V)=F(x®4+1 q®

Daca aceste relatii se introduc in expresia polinomiala
a functiei F(A) se va ob;ine'




Metoda 2

Introducand expresiile corespunzatoare coeficientilor
C, si C, in relatia de minim se obtine:

Metoda 3

Metoda se bazeaza pe descompunerea in serii Taylor
a functiei F, din care se vor retine primii doi termeni:




Metoda 3

Se deriveaza relatia in raport cu A si se anuleaza:

Pentru aplicarea acestei metode trebuie sa se
dispuna de valorile derivatei si a hessianului
functiei Fin punctul X,



Plecand de la un interval initial [a,, b,] care contine
valoarea optima A1*, metodele de explorare directa
reduc iterativ intervalul in care se gaseste A* pana
cand este satisfacuta o conditie de oprire.

Reducerea se face prin eliminarea simultana sau
succesiva a unor subintervale pentru care exista
certitudinea ca nu pot contine valoarea optima A*.
Aplicarea reducerii se bazeaza pe unimodalitatea
functiei (are un singur extrem in interval).



Metode pentru rezolvarea problemelor de
optimizare convexa fara restrictii

care folosesc valorile functiei
in punctul curent si vecinatati;

care folosesc si derivata de
ordinul 1 (gradientul);

care folosesc derivatele de ordinul
1 si 2 (hessianul).



Metode de ordinul 0

nu sunt necesare expresiile analitice ale
derivatei functiei obiectiv F(X).

nu exista conditii referitoare la continuitatea
si derivabilitatea functiei F(X).

printr-o alegere corespunzatoare a criteriilor
de stop, se poate evita terminarea iteratiilor
intr-un punct de inflexiune.

- au o viteza de convergenta scazuta.



Metodele de ordinul 0

Au la baza relatia iterativa :

el = O T b e T 9 i

Stabilirea noii directii de explorare se face pe baza
unei serii de evaluari a functiei obiectiv F(X), intr-o
maniera specifica fiecarei metode, iar lungimea
pasilor Ak este proprie fiecarei metode.



Optimizarea ciclica de-a lungul axelor de coordonate

in cadrul metodei se face o explorare
unidimensionala pe directii care coincid cu axele de
coordonate.

in relatia iterativa directiile d¥ sunt succesiv axele
sistemului ortogonal de coordonate:

d%=1 0 0 .. 0],a%=fo 1 o .. o,..da" Y=o 0 0 .. 1J

Pasii A pe directiile respective sunt determinati cu
una din metodele prezentate.

Procesul iterativ se va incheia cand va fi indeplinit
criteriul de stop impus in n iteratii.

Daca suprafetele respective prezinta o vale sau o
creasta care nu este paralela cu axele de coordonate,
metoda nu poate fi aplicata.



Exemplu numeric

Sa se determine minimul functiei:

F(X)=min(x; +4-x° —4)

folosind metoda de optimizare ciclicade-a lungul axelor de
coordonate, indicandu-se ca punct de pornire X, = [5, 4].

Se face deplasarea pe directia d® =[1 0]}, astfel incat
pentru determinarea unei noi aproximatii se va utiliza
CIEWERICIEIOE




Exemplu numeric

Pentru determinarea lungimii pasului de deplasare A, se
introduc valorile x,(V si x,('), in expresia functiei obiectiv F:

FOO)=(5+ A9 +4-42 4 =1 +10- A +85

in continuare se face derivata expresiei F(A®) in raport cu
A si se anuleaza.

——J=2.29410=0 > A9 =-5

Valoarea pasului de deplasare se introduce in relatia
iterativa obtinandu-se astfel valoarea noii aproximatii X'):

1 _ |, (1)
XV =|x X5




Exemplu numeric

Se face deplasarea pe directia dV = [0 1], astfel incat
pentru determinarea unei noi aproximatii se va utiliza
relatia iterativa:

Pentru determinarea lungimii pasului de deplasare A!), se
introduc valorile x,? si x,?, in expresia functiei obiectiv F:

in continuare se face derivata expresiei F(A") in raport cu
A si se anuleaza.




Exemplu numeric

Valoarea pasului de deplasare se introduce in relatia
iterativa obtinandu-se astfel valoarea noii aproximatii X?):

2 2 2 ’
X()le() xé) tz[O O]



Metoda directiilor conjugate

Fie o functie obiectiv care are o expresie patratica de forma:

in cadrul acestei metode se pleaca dint-un punct initial X©)
si se face o deplasare pe directia d%, presupusa
deocamdata arbitrara,

x () x (0 | 4(0) 4(0)

unde pasul 19 se determina cu una din metodele indicate
anterior.



Metoda directiilor conjugate

Urmatoarea directie de deplasare se va determina din
urmatoarea conditie de conjugare:

(@9, c.d)=0, 0<ixj<n-1

Folosirea directiilor conjugate asigura gasirea minimului
unei functii patratice de n variabile in n iteratii, deplasarea
in interiorul fiecarei iteratii facandu-se pe o directie
conjugata cu cea din iteratia precedenta.



Exemplu numeric

Sa se determine minimul functiei:

F(X)=min( x +4-x5 —4)

folosind metoda directiilor conjugate, indicandu-se ca
punct de pornire X, =[5, 4].

Se face deplasarea pe o directie arbitrara d(® = [d(?), d(),].
Pentru a evidentia acest lucru se considera o directie
oarecare:

9=

Jo_| 1 V3
2 2



Exemplu numeric

Marimea pasului de deplasare se va face cu ajutorul relatiei:




Exemplu numeric

Noua aproximatie se va calcula utilizand relatia iterativa:

Se determina directia de deplasare d('). Aceasta trebuie
sa fie conjugata cu directia d\?, adica trebuie sa fie
satisfacuta relatia:




Exemplu numeric

La conditia de conjugare se mai adauga conditia de vector
de modul unitate pentru d') data de relatia:

Va0 a0] <1

Rezolvarea sistemului format din ultimele doua ecuatii ne
va conduce la gasirea directiei de deplasare d") = [d(1), d(1),].

d"=[-0,9897 0,1428]'

Pentru determinarea valorii pasului de deplasare A(Y) se
va calcula gradientul functiei in punctul X):

gW=[2.2,484 —8.0,358]'=[4,9868 —2,864]

y__ 14968 -2864]-09897 01428

2 0][-0,9897 '
[-0,9897 0,1428]
0 8| 01428

A

=2,5096




Exemplu numeric

Valorile pasului de deplasare si a directiei se vor
introduce in relatia iterativa obtinandu-se:




METODE DE ORDINUL 1

Pentru determinarea directiei si a pasului de deplasare,
metodele de ordinul unu apeleaza la calculul derivatelor de
ordinul unu.

pentru o functie obiectiv F(X) continua si derivabila,
gradientul intr-un punct curent X&) reprezinta vectorul
derivatelor partiale de ordinul unu in punctul respectiv.

Acest vector este ortogonal la conturul lui F(X) ce trece
prin punctul X&),

Directia gradientului corespunde celei mai rapide cresteri
a lul F(X), ceea ce permite utilizarea el pentru maximizare
sau a directiei opuse, pentru minimizare.



Metoda gradientului simplu

Metoda gradientului simplu este cea mai simpla metoda de
ordinul 1 pentru minimizarea unei functii de mai multe

variabile.

Metoda are la baza relatia de recurenta:

XU =X 20090 k=12 3,..

unde directia d® = - = (X®)

BB slpia a2 aphicat
PRZAVAINA): convalagita iehtd.




Metoda gradientului simplu

Iteration 34, f = -250

e Gradientul este intotdeauna perpendicular pe normala la
suprafata functiei obiectiv.

Dupa fiecare iteratie noua directie a gradientului este
intotdeauna perpendiculara pe directia din iteratia anterioara.

in consecint3, iteratiile au tendinta de a asigura o deplasare in
zig-zag intr-un mod foarte ineficient.



Metoda gradientulul conjugat

In cadrul metodei gradientului conjugat noua directie de
deplasare poate fi determinata daca se utilizeaza o
combinatie intre gradientul calculat in punctul X% gj
directia precedenta,

Exista mai multe variante ale metodelor de gradienti conjugati,
acestea deosebindu-se prin modul de determinare a parametrului

scalar Bk);



‘metoda Fletcher-Reeves:

o (g%, g®

a g (k_l) ’ g (k_l)

'metoda Polak-Ribiere;




Metode ale gradinetului conjugat

 Minimul unei functii patratice F(X) poate fi determinat in cel
mult n iteratii, convergenta lor fiind buna.

e Se pleaca din 3 puncte diferite;
e Minimul se obtine in exact 3 iteratii



Exemplu:

Sa se minimizeze functia:
min  F(Xg, X5, X3) = (X1)* + X3(L = Xp) + (X5)* = XXz + (X3)* + X3

folosind metoda gradientului simplu.

Se considera aproximatia initiala:




Se calculeaza gradientul si se determina directia de
deplasare:

VE(X)=[2x +(@—X,) —X +2X,—X; —X, + 2%, +1]

d’=—-VF(X°%)=—-2(0)+1-0 —-0+0-0 —0+0+1]

=1 0 1]=[-1 0 -1]

X*=lo 0 0]+2°:[-1 0 -1]

In continuare se detemina valoarea luiA®



Pentru determinarea lungimii pasului de deplasare A©), se
introduc valorile x;Y si X, in expresia functiei obiectiv F:

FIXD =) +=2)D)+0-0+ () + (=)

— 2(1°)% —2(1°)

In continuare se face derivata expresiei F(A©) in raport cu
AO) si se anuleaza.

df (X1
dA°

— 4(1°) -2




Valoarea pasului de deplasare se introduce in relatia
iterativa obtinandu-se astfel valoarea noii aproximatii X:

X*=l0 0o o]+2-]-1 0 -1j

1 1

dlz—VF(Xl):—[—1+1+O §+O+§ O—1+1}




Se determina noua aproximatie:

Pentru determinarea lungimii pasului de deplasare A, se
introduc valorile x;® si x,, in expresia functiei obiectiv F:

F(X2)= . +(— Ej(“ J )+ (A1) - (/11)(—




In continuare se face derivata expresiei F(A®) in raport cu
A si se anuleaza.

D 21 =7

da

Valoarea pasului de deplasare se introduce in relatia
iterativa obtindndu-se astfel valoarea noii aproximatii X:




Se determina noua directie de deplasare:




Pentru determinarea lungimii pasului de deplasare A®), se
introduc valorile x;® si x,), in expresia functiei obiectiv F:

F(X3)=%(/12 +1)° —g(/ﬁ +1)+1

A

In continuare se face derivata expresiei F(A®) in raport cu
A® si se anuleaza.




Se determina noua aproximatie:




Se determina noua directie de deplasare:




Pentru determinarea lungimii pasului de deplasare A®), se
introduc valorile x;* si x,“, in expresia functiei obiectiv F:

F(X4)=%(/13+1)2—g(/13)—

2
dF(X*) 1
dA® 2




Se determina noua directie de deplasare:

) —%(g—z“) —%(3%2,4)}



Pentru determinarea lungimii pasului de deplasare A®), se
introduc valorile x;® si x,), in expresia functiei obiectiv F:

43/1_
32

F (X )——(z“

1091 66 1091
1168 73 1168




Se verifica daca criteriul de convergenta este
satisfacut:

| IVF(X?) ] |-

VF(X5):[

21 35 21
584 584 584

(2%84)2 M (3%84)2 + (2%84)2 =0.0786



|IVF(X?)|| = 0.0786, are o valoare foarte mica, apropiata
de O, astfel incat:

1091 66 1091}

73 1168

este foarte aproape de valoare
de optim, obtinuta analitic:

X =[-1 -1 —1]



METODE DE ORDINUL 2

Utilizarea gradientului ca directie de explorare este
conforma cu aproximarea liniara a functiei obiectiv 1n
dezvoltarea acesteia in serie Taylor. Practic se poate
adopta o aproximare patratica de forma:

F(X) = F(X (k))+(g(k),AX <k))+%(d<k), H(k)d(k))

Minimul se obtine prin derivarea expresiel in raport cu
componentele lui d® si anularea derivatelor respective:

d® =_H (k)™ g (k)

Relatia care sta la baza determinarii directiei se introduce
in formula iterativa rezultand.

X (D) = x (0 40y 07 (0



Metoda Newton

In cazul unor functii obiectiv patratice, minimul va fi atins
inca din prima iteratie, pentru A© = 1.

- Aplicare metodei Newton cere ca matricea H® sa fie
pozitiv definita la fiecare iteratie.

- Convergenta metodel in apropierea optimului va fi
sensibil mai buna decat a metodelor de ordinul 1.

- disponibilitatea derivatelor de ordinul doi permite
verificarea conditiilor de suficienta a optimului.



Metoda Newton

0 05 1 15 2

0 05 1 15 2 .
Iteration 98, f = 0.0012006

Iteration 18, f = 6.8551 é—015

Metoda Newton — 18 iteratii Metoda gradientului conjugat — 98 iteratii



Metoda Newton

-volumului de calcul necesar obtinerii derivatelor de ordinul
doi si pentru inversarea matricei HX).

-din cauza conditiei H®) > 0 pot aparea situatii in care
metoda nu poate fi aplicata (cazurile in care F(X) este liniara
pe anumite portiuni, iar H® = 0).

- pot aparea unele cazuri in care F(X&*D) > F(X&)),
desi HX) > 0, aproximatia patratica fiind valabila doar intr-o
zona foarte limitata.



Metoda Newton

Sa se determine minimul functiei:

F(X)=min(x +4-x>—4)

folosind metoda Newton, indicandu-se ca punct de pornire
XO=[5, 4], iar A® =1.

Se calculeaza gradientul si hesianul functiei F(X):
o*F(X) 08°F(X)
Ox? oxox | [2 0
| 2*F(X) @*F(X)| |0 8
OX X X’

-1
X® = X© _HO* . gO _ 5| |2 0] 110 _ 0
41 |0 8 32 0



Sa se determine minimul functiei:

f(Xq, X5, X3) = (X1)? + X1 (1 = X;) + (Xy)?
— XoX3 + (X3)? + X3

Se calculeaza gradientul:

VE(X, %0, %) = [2X =X, +1 =X +2X, — X3 — X, +2X; +1]




Matricea Hessiana

Matricea Hessiana inversata:

-1 07" |7 y 74
V2 ()] = {1 2 1}

Hnotoh
% Y2 D

0 -1 2




Se alege punctul initial de pornire:

Se calculeaza valoarea gradientului in
punctul curent:

vi(x°)=[0-0+1 —-0+0-0 —-0+0+1]

=Vi(x°) =1 0 1]




Se scrie relatia iterativa pentru determinarea

noli aproximatii:

x'=x° [ VH(x°) | V(x°)

o) |%a %2 alpa

=j0|-]% 1 |0
A Ak




Se calculeaza gradientul functiei in noua
aproximatie:

vi(x)=[-2+1+1 1-2+1 1-2+1]=[0 0 O]

Deoarece valoarea gradientului este 0,
metoda a fost convergenta.



Metode cvasiNewton

Acestea din urma au fost elaborate in scopul evitarii
principalelor dezavantaje ale metodelor Newton referitoare
la Inversarea matricel hessiene in fiecare iteratie.

Metodele quasi-Newton au la baza relatia de recurenta,

~ (k)

X (k) — x (0 _ gk {3 g0

unde matricea reprezinta o aproximatie lui

Relatia iterativa de mai sus poate fi considerata ca fiind
relatia fundamentala care sta la baza metodelor ce utilizeaza
derivatele.

Cel mai performant algoritm din aceasta categorie de
metode este algoritmul Davidson-Fletcher-Powell.



Algoritmul Davidson-Fletcher-Powell

Caracteristic acestui algoritm este faptul ca modificarea
matricei m la fiecare iteratie este facuta astfel incat
pentru o functie patratica de n variabile, in limitaan
iteratii, matricea h sa devina egala cu matricea .

Initial, matricea se alege ca fiind matricea unitate |,
astfel incat prima iteratie decurge dupa metoda
gradientului. Ulterior se face o modificare treptata de la
directia gradientului la cea a metodei Newton, reusindu-se
astfel combinarea avantajelor aferente celor doua metode.

[AX (k)][AX (k)]t -

kD _ J 0 L Ak _ g _ 5
(AX® Ag®)

[H®7[Ag®1[ag® ] [H O]
(Ag(k), H(k)Ag(k))




Algoritmul Davidson-Fletcher-Powell

unde:

AX (K — y (k+) _ ye (k) Ag(k) _ g(k+1) _ g(k)

Rolul matricei AKX este de a asigura convergenta lui
catre , in timp ce matricea B® are rolul anularii
treptate a efectului alegerii initiale, adica a matricei unitate.

Pentru cazul functiilor obiectiv patratice directiile utilizate
de algoritmul Davidon-Fletcher-Powell sunt directii
conjugate.



Algoritmul Davidson-Fletcher-Powell

Algoritmul evolueaza satisfacator daca se indeplinesc
urmatoarele conditii:

- eroarea in evaluarea componentelor gradientului g&) nu
este prea mare (in cazul derivarii numerice);

- Matricea nu este singulara. In situatia in care
aceasta este aproape de singularitate una din solutiile
propuse consta in reinitializarea ei cu matricea unitate
(exista si alte posibilitati).



Algoritmul Davidson-Fletcher-Powell

Sa se determine minimul functiei:
F(X)=min|4-(x, —2)* +(x, —3)*

folosind metoda Davidson-Fletcher-Powell, indicandu-se
ca punct de pornire X©O=[6, 5].

Se calculeaza gradientul 1ar hesianul functiei este matricea

unitate :
g% — {8(x1 — 2)} _ {32}
2(X2 _3) x =X (K 4

@ _ Xl(l) _ 6 0 1 032 _ 6—32 20
x,Y | |5 0 1] 4] |5-419



Pentru determinarea lungimii pasului de deplasare A©), se
introduc valorile x;, si x,% in expresia functiei obiectiv F,
se face derivata in raport cu A9, dupa care se anuleaza:

(@)
% =65-51419 =0 A9 =0,1264

Valoarea noii aproximatii este:

o |6 32| [1,955
X®=|"|-01264:| " |=
5 4| | 4,494




Se calculeazi matricea W&l :

[AX (k)][AX (k)]t B
(AX 1, Ag))
[H*][ag"“ 1A ' [HY]

(Ag(k), H (k)Ag(k))

—-4,045 0 | —4,045 -0,506

-0,506 O 0 0

kD) _ G0, At _ g — g

—1,012

1 0][-3236 0][1 0

{o 1”-1,012 oHo 1}_ 01554  —0,0147
-32,36 {—0,0147 1,001 }

—1,012}

|-4,045 — 0,506]-{

—32,36}

32,36 —1,012]-{




In continuare se poate calcula noua aproximatie X®:

[1,955 0 01554  —0,01477 [-0,36] [2
| 4,404 ~0,0147 10010 | |449 | |3

unde A® =0,4984 a fost determinat in mod similar ca A©,

Deaorece;:

9@ =[0 0]

calculele sunt terminate.



PROGRAMAREA NELINIARA CU RESTRICTII



GENERALITATI

Solutia optima trebuie sa fie aleasa in mod obligatoriu in
interiorul’domeniulur admisibil pentru vectorul variabilelor
de optimizare X = [Xq, X5, «..y Xn].

Problema care trebuie rezolvata se refera la determinarea
valorii variabilelor care asigura extremul unei functii
obiectiv:

min F(X)=min F(X;, X,, ...

in prezenta restrictiilor:




Conditiile Kuhn-Tucker (K-T)

Conditiile care trebuie sa fie satisfacute pentru un optim cu
restrictii, local sau global au fost determinate de K-T avand

ca punct de plecare modelele clasice ale multiplicatorilor lui
Lagrange.

Functia Lagrange asociata problemei PN cu restrictii
(prezentata anterior), in care F(X) si g;(X) au derivate partiale
de ardinulintal; in raport cu x;, |'=1, ..., n, respectiv.g;(x)
sunt doar restrictii de egalitate, are urmatoarea forma:

D(x,2) = FX)+ > 40, (X)

unde A, II=1, ..., m, sunt multiplicatorii'Lagrange.



Conditiile Kuhn-Tucker (K-T)

Un punct extrem al functiei ®(X, A), care poate fi punctul de
minim, se poate obfine prin anularea derivatelor de ordinul 1:

a(I)(X,/I)ZGF(X)JFi/I_agi(x):o j=1...n
i=1 o |

OX j OX;

J J

oD(X, 1)
o4,

Relatiile reprezinta conditiile necesare dar nu si suficiente
pentru minim. Daca functia obiectiv ,lar
atunci este asigurata si

Concluzie:

Minimul functiei F(X), in prezenta restrictiilor de egalitate
g:(X) = 0, este obtinut pentru acele valori ale lui X care
minimizeaza fara restrictii functia auxiliara ®(X, A).



Conditiile Kuhn-Tucker (K-T)

ALGORITIM:

1. Se aleg initial valori pentru A, I=1, ..., m;
2. Se rezolva sistemul

XA _F(X), 5, KX)o j_g
' OX, ’

OX; OX; = J
de n ecuatii cu n necunoscute.

3. Solutiile determinate care depind de valorile lui A, sunt
Introduse in cele m restrictii.

4. Daca restrictiile nu sunt satisfacute, se aleg alte valori
pentru A, 1'=1, ..., m, pana cand cele (n+m) ecuatii vor fi
satisfacute de valorile alese.



Conditiile Kuhn-Tucker (K-T)

Utilizand variabile auxiliare, w;, I'=1, ..., m, inegalitatile se pot
transforma in egalitati:

Functia Lagrange asociata problemei PN cu restrictii are
forma:

care conduce la un punct extrem daca sunt indeplinite
conditiile:



Conditiile Kuhn-Tucker (K-T)

Deoarece marimile w; sunt variabile auxiliare, acestea pot fi
eliminate.

gi(X) =0, Independent de I, numai daca w; = 0.
A treia relatie poate fi rescrisa, tinind cont de relatia a doua:




Conditiile Kuhn-Tucker (K-T)

Conditiile necesare pentru un punct de minim local si global.

In situatia in care F(X) si g:(X) sunt convexe, relatiile ne dau
minimul'global.



Conditiile Kuhn-Tucker (K-T)

Semnul multiplicatorilor A, 1'=1, ..., m, se schimba in functie
de natura optimului cautat si de semnul restrictiilor.

Natura optimului

Natura restrictiilor

gX)=0, i=1,....,m

Conditiile Kuhn-Tucker ne indica faptul ca pentru o restrictie
care nu este activa, de tipul:

multiplicatorul A = 0.



Metode ale programarii neliniare cu restrictii

Metodele programarii neliniare cu restrictii se impart in doua
mari categoril:

- metode ale directiilor admisibile;
- metode ale funcitiilor penalizare.

A.Metode ale directillor admisibile

Sunt concepute astfel incat sa foloseasca tehnici de
minimizare fara restrictii, dar in acelasi timp sa considere si
restrictiile de inegalitate.

In acest sens se alege un punct initial X© si o directie astfel

incat o deplasare mica de-a lungul ei sa nu modifice
restrictiile, iar functia obiectiv F(X) sa se imbunatateasca.



Metode ale programarii neliniare cu restrictii

Directia de deplasare care satisface prima cerinta se
numeste directia admisibila.

Astfel, plecand din punctul initial X9, pe directia
d©@ = — VE(X©), se obtine X@.

Procedeul se repeta pana in momentul in care este imposibil
sa se mai gaseasca o directie admisibila.



Metode ale programarii neliniare cu restrictii

B. Metode ale directiilor admisibile

Problema minimizari functiei F(X) in prezenta restrictiilor
0:(X)20,1=1, 2, ..., m, poate fi abordata prin definirea unei
functii de penalizare de tipul:

) {

0, y>0
00, y<0

si considerarea minimizarii functiei fara restrictii:

w(x>=F<x>+g¢<gi(x»




Metode ale programarii neliniare cu restrictii

Daca toate restrictiile g;(X) 2 0 sunt satisfacute, al doilea
termen nu contribuie cu nimic la valoarea lur $(X).

Daca avem o restictie de tipul g.(X) < 0, atunci @(g;) = = si
vom fi departe de minim.

Al doilea termen din suma respectiva penalizeaza orice
incalcare a restrictiilor.



Metode ale programarii neliniare cu restrictii

Exista situatii pentru care trebuie aleasa o functie de
penalizare mai putin rigida, care sa prezinte proprietatile de
regularitate necesara. De exemplu, atunci cand functia
obiectiv prezinta discontinuitati.

O alegere a unei functii de tipul:

o(y) —{

0, y=0
y> y<0

este mai potrivita. Ea este continua si are derivata continua
pentru toate valorile lui y. Aceasta metoda nu este foarte
eficienta in toate cazurile.



Metode ale programarii neliniare cu restrictii

Metoda Filacco-McCormick

Pentru a evita dificultatile intalnite anterior, metoda determina
punctul de minim optimul dinspre interiorul multimii
restrictiilor. Se defineste func;ia

Minimul acestei functii trebuie sa se realizeze in interiorul
muli{imii de restrictii deoarece pe aceasta frontiera este
indeplinita conditia:

Z(X,1,) >+ (g;(X)=0)

Punctul de minim depinde de r, si va fi notat X(r,). Metoda
prezinta interes mai ales atunci cand avem de considerat
restrictii puternic neliniare, eliminand complet miscarea de-a
lungul frontierelor multimii restrictiilor.



Metode ale programarii neliniare cu restrictii

ALGORITM

1.Se alege r, > 0 si X©in interiorul multimii de restrictii.
Se considera problema minimizarii fara restrictii a functiei
Z(X, r).

2.Se repeta acest proces de minimizare pentru un sir de
valori{rj={ry,>1r,>1,> ... > 1, > 0}.
Prin micsorarea lui r, influenta termenului al doilea, care
penalizeaza apropierea de frontiera multimii restrictiilor,
se reduce si efortul in minimizarea a functiel Z(X; r) Se
concentreaza asupra lui F(X).

Sirul {X(ry), X(ry), ...y S€ poate apropia din ce in ce mai mult
de frontiera multimii restrictiilor, daca aceasta este avantajos
pentru micsorare functiei F(X).
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